ITERACNI METODY RESENI JEDNE NELINEARNI
ROVNICE

e FesSime rovnici

k urceni kofenu se pouzivaji itera¢ni metody,

princip iterac¢nich metod obecné:

— vyzaduji poc¢dteéni aproximaci zp nebo poc¢atecni interval (ag, by),
— konstruuji posloupnost bodu x1, z2,x3, ..., které se bliz{ k feSeni Z rovnice (x),
— vzdy vedou k nalezeni pouze jediného feseni (i kdyz jich muze byt vice),

— tim, Ze se vypocet neprovadi nekonecné dlouho se (témét) vzdy dopustime néjaké chyby.

u itera¢nich metod nas zejména zajima:

a) ALGORITMUS, tj. jak generovat x1,xo, ...,
b) CHYBA, které se dopustime, ukonéime-li algoritmus po i-té iteraci,
c) PODMINKY KONVERGENCE, tj. za jakych podminek se posloupnost @1, zs, . .. opravdu bliz
k z,
d) RYCHLOST KONVERGENCE, tj. jak rychle se 1, z3,... blizi k Z,
e) STOP KRITERIUM, tj. kdy ukoncit vypocet; nejcastéji se pouziva
x predem stanoveny pocet iteraci,
* | — x| <e,
* |z —wi|/|ms] <,
* |f(x)] <e.

Véta 1 ((Bolzano)). Pokud funkce f je spojitd na omezeném a uzavieném intervalu (a, b) a plati f(a)f(b) <
0, pak na (a,b) existuje alespon jeden bod z takovy, ze f(&) = 0.

Poznamka: Pokud nebude vyzadovano jinak, budeme zaokrouhlovat na 4 desetinna mista a budeme
uvazovat stop kritérium |x; — z;_1| < €. Pro pfehlednost bude déle namisto desetinné ¢arky psiana dese-
tinna tecka.
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Graficka metoda

e pouze hruby odhad poctu a polohy kofent,
e zacatek kazdého prikladu,

e rovnici f(z) = 0 pfepiseme ve tvaru g(z) = h(x), kde g(x) i h(x) umime nakreslit
— prusecéiky funkei g, h daji odhady kofenu puvodni rovnice (),

e pro kazdy kofen Z najdeme interval (ag, by) tak, aby & € (ag, bg) a soucasné f(ag)f(by) <0,

e interval (ag, bg) bereme radéji maly.

Piiklad 1: Urcete pocet a polohu kofentu rovnice

logaz—g+1:O.

2
—_——
f(=)
Resend. Rovnici prepiSeme do tvaru logz = 5§ — 1.
Yy A
log
% —1
0 2 1 2
} z
/

Muzeme odhadnout z € (0.1,1). (Neni vhodné pouzit int. (0,1), protoze log0 neni definovén a neslo by
dosadit.) Pomoci véty 1 ovéiime, ze tento interval obsahuje kofen:

f je spojité na int. (0.1,1)
F0.0)£(1) = 521 <0

} = interval (0.1,1) obsahuje koren.
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Metoda bisekce (metoda pileni intervali)

interval (ag, bo)

’podminky konvergence: ‘ f spojité na (ag, bg) a f(ag)f(by) <0

algoritmus: | pro kazdé i = 0,1,2, ...

bi + a;
2

o pokud f(a;)f(zit1) <0, pak a1 := a;, biy1 == Tiy1,

e pokud f(a;)f(ziy1) > 0, pak ajr1 := ziq1, b1 := by,

Tit+1 =

stop:
e pokud f(z;) =0 (tj. nasli jsme piesné Feseni),
e pokud bylo dosazeno stop kritéria.
Priklad 2: Metodou bisekce urcete kofen rovnice logx — § + 1 = 0 se zadanou piesnosti € = 0.05.

Reseni. Odhad polohy kofene & uréime grafickou metodou a dostaneme tip & € (0.1,1). Podminky konver-
gence metody bisekce jsou splnény (viz pfedchozi piiklad). Déle bisekei pocitame iterace:

i bi i1 |wi—wia| fla)  f(bi)  f(zin)

i
01 0.1 1 0.55 \ -0.05 0.5 0.4654
1101 0.55 0.325 0.225 -0.05  0.4654  0.3494
2101 0.325 0.2125 0.1125 -0.05 0.3494 0.2211
3101 0.2125 0.1563 0.0562 -0.05 0.2211 0.1158
4101 0.1563 0.1282 0.0281 < ¢ — STOP
Dostali jsme tak pfiblizné feseni & ~ x5 = 0.1282. O

Piiklad 3: Metodou bisekce odhadni nejmensi kofen rovnice 2.22 — 2% = 0, poc¢atecni aproximaci odhadni
grafickou metodou. Stop kritérium zvolte |f(x;)| < e pro e = 0.01.

Reseni. (a) Grafickd metoda: Rovnici pfevedeme na tvar 2.2z = 2% a obé funkce nakreslime.

y A
y =22z /|
221 |
2¢ 4 3
17 1
y=2" )i ;
0 i 1 T T

Odhadneme polohu kotene Z; napt. z; € (0, 1). Dale ovéfime, Ze na tomto intervalu koten opravdu je:

f je spojitd na int. (0, 1)

FO)F(1) = —1-02< 0 } = interval (0, 1) obsahuje kofen.
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(b) Metoda bisekce: Podminky konvergence metody bisekce jsou splnény (viz piedchozi). Pocitdme

0.75 0.875 0.8125 -0.0318 0.0910 0.0312
0.75 0.8125 0.7813 STOP — 0.0002 < €

iterace:
il oa bi Tit1 flai)  f(bi) f(zit1)
0 0 1 0.5 -1 0.2 -0.3142
1| 05 1 0.75 -0.3142 0.2 -0.0318
210.75 1 0.875 -0.0318 0.2 0.0910
3
4

Ptiblizny kofen rovnice 2.2z — 2% =0 je &1 ~ x5 = 0.7813.

Metoda regula falsi

interval (ag, bo)

’podminky konvergence: ‘ f spojitd na (ag,bo) a f(ao)f(by) <0
‘algoritmus: | pro kazdé i = 0,1,2,...

Ti41 = G5 — f(ai)

bz‘ — Qg
f(bi) — f(ai)
e pokud f(a;)f(wiy1) <0, pak a;y1 := ai, bit1 := wiqa,
o pokud f(a;)f(wit1) >0, pak a1 := xi41,bip1 = by,

e pokud f(z;) = 0 (tj. nasli jsme piesné feSeni),
e pokud bylo dosazeno stop kritéria.
Piiklad 4: Metodou regula falsi vyreste piiklad 3.

Resend. Mame odhad kofene #; € (0,1). Zfejmé jsou splnény podminky konvergence metody regula falsi
(stejné jako u bisekce). Pocitame iterace:

ila; b i1 fla)  f(bi) f(@it1)
010 1 0.8333 -1 0.2 0.0515
110 08333 0.7925 -1 0.0515 0.0114
210 0.7925 0.7836 STOP — 0.0025 < ¢
Ptiblizny kofen rovnice 2.2z — 2% = 0 je &1 ~ x3 = 0.7836. O

Piiklad 5: Metodou regula falsi urcete piiblizné feSeni rovnice arccos t—+/x + 1 = 0, poc¢atecni aproximaci
urcete grafickou metodou. Spocitejte prvni 3 iterace (tj. urci x3).

Reseni. (a) Grafickd metoda: Rovnici pfevedeme na tvar arccosz = v/ + 1 a obé funkce nakreslime.
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Odhadneme polohu kofene Z, napf. pomoci intervalu z € (0, 1). Déle ovéiime, ze na tomto intervalu
kofen opravdu je:

f je spojité na int. (0, 1)

fOfD)=(Z-1)-(0-v2) <0 } = interval (0,1) obsahuje kofen.
=\3

(b) Metoda regula falsi:

ai b wiy1 flai)  f(b)  f(@iq)

0 1 0.2876 0.5708 -1.4142 0.1444
02876 1 0.3536 0.1444 -1.4142 0.0459
0.3536 1 0.3739 0.0459 -1.4142 \

N = O .

Ptiblizny kofen rovnice arccosxz — vz 4+ 1 =0 je £ =~ x3 = 0.3739.
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Metoda tecen (Newtonova metoda)

pocateéni aproximace xg korene &

’podminky konvergence: ‘ Necht & € (a, b).

e f spojitd na (a,b),

e f’ spojita na (a,b),

e [ spojitd na (a,b),

e fa)f(b) <0,

e f'#0 proVz € (a,b)

e " #£0 proVx € (a,b)

e f(xo)f"(z0) > 0 pro zg € (a,b)

Pak pro pocatecni bod zy Newtonova metoda konverguje k feseni na (a,b).
‘algoritmus: | pro kazdé i = 0,1,2, ...

f(xi)

Litl = Tj — ()
(2

e pokud f(z;) = 0 (tj. nasli jsme presné feSeni),

e pokud bylo dosazeno stop kritéria.

Piiklad 6: Newtonovou metodou najdéte koieny rovnice z3 —x — 5 = 0 s piesnosti ¢ = 0.001. Odhad
polohy kotfent urcete grafickou metodou. Ovérte podminky konvergence Newtonovy metody.

Reseni. (a) Grafickd metoda: Rovnici pievedeme na tvar 2° = z + 5 a obé funkce nakreslime.
Yy oA
27 77777777777 y = :L‘S
8 b S y=z+5
5y
0/ s :
’5 a1 3 T

Kofen & € (1.7,3).
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(b) Newtonova metoda: Ovéfeni podminek konvergence na intervalu (a,b) = (1.7, 3):

podminka

f =23 —x — 5 spojité
f' = 32% — 1 spojita
f" = 6z spojitd
fAN)f(3)=—-1.787-19<0
" # 0mna (1.7,3)
f"#0na (1.7,3)

f(xo)f"(x0) > 0 pro xp € (1.7, 3)

ESENENEN

ff=0s1= i% ~ 405774 ¢ (1.7,3) v
f"=0e2=0¢(1.7,3) v
pro xg = 1.7 je f(1.7)f"(1.7) = —1.787 - 10.2 - ZLE

pro xo = 3 je f(3)f"(3)=19-18 v

— startovni bod xp volime zg = 3. Iterace Newtonovy metody jsou pak nasledujici:

i xi wi—wia] flm) f(w)
0 3 \ 19 26
1022692  0.7308  4.4155 14.4478
2 | 1.9636 0.3056 0.6075 10.5672
3| 1.9061 0.0575 0.0192  9.8997
4 | 1.9042 0.0019 0.0004 9.8779
5 | 1.9042 ~0<e — STOP

Pfiblizny kofen rovnice 23 —x — 5 = 0 je & ~ x5 = 1.9042.

O]

Piiklad 7: Newtonovou metodou urcete feseni rovnice 3Inz — z +4 = 0 na intervalu (0.2,0.4) s pfesnost{

€ = 0.001. Ovérte podminky konvergence.

Reseni. Ovéifme konvergenéni podminky na int. (0.2,0.4):

podminka

f=3lnx — x + 4 spojita
= % — 1 spojita
1 —;32 spojitd
£(0.2)£(0.4) = —1.0283 - 0.8511 < 0
" # 0na (0.2,0.4)
" #0na (0.2,0.4)

f(xo) f"(z0) > 0 pro zp € (0.2,0.4)

ESENENEN

Fl=0e2=3¢(0204) v
f'"=0s2ecd v
pro zo = 0.2 je £(0.2)f"(0.2) = —1.0283 - —75 > 0 - ZLE
pro zo = 0.4 je £(0.4)"(0.4) = 0.8511 - (~18.75) < 0 v’

— startovni bod zg volime zg = 0.4. Iterace Newtonovy metody jsou pak nésledujici:

Priblizny kofen rovnice 3lnx —z +4 =0 je £ = x3 = 0.2904.

i@ lzi — w1 flx)  f'(w)
0 0.4 \ 0.8511 6.5
1102691 01309  -0.2071 10.1483
2 | 0.2895 0.0204 -0.0083  9.3627
31 0.2904 0.0009 < ¢ — STOP
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Metoda secen

vstup: | po¢atecni aproximace xg, z1 kofene &

’podml’nky konvergence: | Metoda funguje, jen pokud jsou pocateéni aproximaci dostateéné blizko
kofene.

prokazdéi:0,1,2,...

Ti41 = T — f(l:z)

Tj — Ti—1

f(xz) - f(SCi—l)

e pokud f(z;) = 0 (tj. nasli jsme piesné feseni),

e pokud bylo dosazeno stop kritéria.

Piiklad 8: Metodou secen feste pitklad 7. Startovni body pouzijte xg = 0.4, 21 = 0.35.

Resend. Podle algoritmu poéitame iterace:

{ T; |zi — zi_1] flxs)

0| 04 \ 0.8511

1| 0.35 0.05 0.5005

2 1 0.2786 0.0714 -0.1125

31 0.2917 0.0131 0.0122

41 0.2904 0.0013 0.0001

5102904 =0<e — STOP

Ptiblizny kofen rovnice 3lnx —z +4 =0 je & ~ x5 = 0.2904. 0
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