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Vypracované priklady

Vysoké uceni technické v Brné Fakulta stavebni

Teoreticky uvod
Lagrange(v interpolacni polynom:

P(x) = yoLo(x) + ...+ yLn(x)
Postup vypoctu soucinitele L;(x):

(x = x0) (% = Xq) oo (0 = %) (X = Xj40) . (X — %)

L) = G ) G — %) - et — %) (et — irn) - Gt — 00)

Newtonav interpola¢ni polynom:

P = yo + ylxo, x1]1(x — x¢) + ylxo, %1, x2](x — x0) (x — x1) + -+
+ ylxg, ever X ] (X — x¢) oo (X — Xp—1)

Postup vypocétu pomérnych diferenci y[xg, x1],..., y[Xo, ..., X5 ] je Zzndzornén v nasledujicim
schématu.

Xi Vi ylxi, xip1] yIxis s Xignl
Xo Yo
\
3’1—3/0:
220 = y[xo, 3]
7 N
Yn—Y
X1 ) JCZ—_xZ=3’[x0'xn]
N 7
Yn_Y1=
2 =yl %)
7
xn Yn
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Priklad 1:

Xi y(xi)

i

0
1
2

N1
N

Langrangetv polynom:

(x—x)(x—x) (x—-5x-7) (x*—5x—7x+35) x*—12x+35

b0 = - G-DG-7 DD 3
L) = (x—x)(x—x) (x—Dx-7) (x*-4x—7x+28) x*>-11x+28
BT —x) —x) G-HGE-T7) 1% (=2) B —2
(x—x)(x—x;) (x—4)(x—-5) (x?—4x—-5x+20) x2-—9x+20
Ly(x) = = = =

(2 =x0) 0z — %) (7-H(7-5) 32 6

P(x)=3%Lo(x)+2*Li(x)+0x%L,(x) =

x%—12x + 35 x%—11x + 28 x%—9x + 20
=3x + 2% + 0= =

3 -2 6

=x2—-12x4+35—x*4+11x—28+0 =

=—x+7
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Newtoniv polynom:
Xi Vi y[Xi,Xi+1] y[Xi,Xi+1,Xi+2]
4 3 N
2-3 1N
5—4
s 5 7 —1-CD
N 02 7—4
- 7
R—
7-5
7 0 7

P(x) = yo + ylxo, x1] * (x — x9) + y[xg, %1, X2] * (x — x0) (x — x1) =
=3+ (-1 *(x—4)+0*(x—4)(x—5) =
=3-x+4=
=—x+7

.1-
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Priklad 2:

Na nasledujicim prikladu si ukdZeme, jak narocné miize byt tyto polynomy vypocitat a jak
jehoZ vypocet je snadnéjsi a rychlejsi. Pro kontrolu je v§ak dobré vySetrit polynom obéma
zpusoby.

% y(xi)
02 |1
11 5
2|2 0
314 2
Langrangetiv polynom:
L e —x))—x3)  (x—-Dx—2)(x—4) (x?2+2x—x+2)(x — 4)
00 = = xR — %) (2-D(2-2)(2-H 72
(P Hx+2)(x—4) ¥ —4x®+x*—4x+2x-8 x*—3x*-2x-8
B ~72 B ~72 B ~72
L) = (x—x0)(x—x)(x—x3)  (x+2)(x—2)(x—4) (x*+2x—2x—4)(x —4)
T x) — ) —xs) (+2)(1-2)(1-4) 9
(=D -4 X —4x*—4x+16
B 9 B 9
LG) = (x—x0)(x—x)(x—x3)  (x+2)x—-Dx—4) (x*—x+2x—2)(x—4)
T (e x) — ) — 1) 2+2Q2-D2-4) -8
(P Hx=2)(x—4) x®—4x®+x*—4x+2x+8 x°—3x*—-2x+8
B -8 B -8 B -8
Ly(x) = (x —x)(x —x))(x—x;)  (x+2)(x—1D(x—-2) (x2—x+2x—-2)(x—2)
T s — )l —x) (s —xp)  (U+2D@E-D@E-2) 36
(P Hx-2)(x—2) xP-2x*+x*-2x—2x+4 x°—x"—4x+4
B 36 Bl 36 B 36
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P(x) =1%Ly(x)+5*Li(x)+0%Ly(x)+2xLs(x) =

. x3—3xz—2x—8_|_5x3—4952—4x+16_|_0_|_2 x3—x%—4x+4
= * * =
-72 9 36

_x3—3x2—2x—8+5x3—20x2—20x+80+2x3—2x2—8x+8_
B ~72 9 36 B

_ x%—3x% —2x — 8+ 40x® — 160x* — 160x + 640 + 4x> — 4x* — 16x + 16 _
= — =

_ 45x® —167x*—178x+648 5 . 167 , 89 9
- 72 8" T 72" T36"
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Newtoniv polynom:
Xi Vi y[Xi,Xi+1] y[Xi,Xi+1,Xi+z]
201 N
5—-1 _ N
142 :
1 5 7 —>-2_ 7
N 2+2
0-5 _ _c 7
2—1 Y
Ve 1+5
2 0 _ =2 7
N 4—-1
220 1 4
4-2
4 2 7

Fakulta stavebni

y[Xi,Xi+1,Xi+z, Xi+3]

P(x)=0—5*(x—2)—§*(x—Z)(x—1)+g*(x—2)(x—1)(x+2)=

19
=—-5x+10-—

—*x(x2-3 +2)+§(2 3x +2)(x +2)
* — * —_ =
12 X X 72 X X X

—5x+10——*(x2—3x+2)+£*(x3—x2—4x+4)=
12 72

72

_ —360x + 720 — 114x” + 342x — 228 + 43x® — 43x* — 172x + 172 _

43, 157 , 95 83
7Y T2 Y 7365
¥
20| jf
| /
i
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Priklad 3:

Xi y(xi)

2

6

0

wN|R ||
Bl |o

-2

Langrangetv polynom:

(x —x)(x—x)(x —x3)  (x—D(x—-3)(x—4) (x2=3x—x+3)(x—4)

o) = R T e — ) (e —x9) - (0- DO -3)0—4) 12
(P —Ax+3)(x—4)  x®—4x® —4x® +16x +3x — 12
B —12 B -12
_ x%—8x% +19x — 12
B —12
L() = (r—x)(x—x)(x—x3) _ (x—0)x—3)(x—4) _ (x? = 3x)(x — 4)
! (1 —x0) (1 —x2)(; —x3) ~ (1—0)(1—3)(1—4) 6
_x3—4x2—3x2+12x_x3—7x2+12x
B 6 B 6
LG = r—x)x—x)x—x3)  (x—0)&x-Dx—4) _ (x? —x)(x — 4)
2 (g —x0)(ty —x)(x2 —x3) ~ B—-0)3-1B—4) —6
(% —4x? —x? +4x)  x®—5x%+4x
B -6 B -6
Lo(x) = G —x)x—x)x—%) (-0 -DE-3) _ (x* —x)(x —3)
s (3 —x0)(x3 —x)(x3— %)  (4—0)(4—1(4-3) 12
(P =3x2—x*+3x)  x®—4x*+3x
B 12 B 12

P(x) = 2Lo(x) + 6L1(x) + 0L, (x) — 2L3(x) =

x3 —8x% 4+ 19x — 12 x3 —7x% 4+ 12x x3 —4x% + 3x
=2+ 46 T B

-12 6 12

x3—8x?+19x—12 6x3—42x%>+72x x3 —4x%+3x
N 6 * 6 N 6 N

_—x3+8x2—19x+12+6x3—42x2+72x—x3+4x2—3x_
= - -

_4x3 —30x% +50x+ 12 3
= - =

“ 2 sz 22
—3x X 3x
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Newtoniv polynom:
Xi Vi y[Xi,Xi+1] y[Xi,Xi+1,Xi+2]
0 2 \
67 4 o
1-0 .
/l — —
1 6 - __
N 3-0 3
0-6 3 7
3—-1 N
-2+3 1
3 o 7 ts_1
N 4—1 3
20 5 5
4-3
4 -2 7

Fakulta stavebni

y[Xi,Xi+1,Xi+z, Xi+3]

[SE N

N

O |wIN

wl N

P(x)=2+4(x—0)—§(x—0)(x—1)+§(x—0)(x—1)(x—3)=

:2+4x+(—§>*(xz—x)+§(x2—x)(x—3):

7 7 2
=2+4x——x2+—x+§(x3—3x2—x2+3x)=

3 3
7 2 8

7
=24+4x—-x?+-x+=-x3—-x?+2x =

3 3 3 3

e 52+25 +2
—3x X 3x
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Priklad 4:
i | x y(xi)
0|1 0
1|2 3
2 |3 2
Langrangetv polynom:

Lo() x—x)x—x) (x—2)(x—3) (*x?*—-2x—3x+6) (x>2—5x+6)

olX) = = = =

(x0 — x1) (%9 — x3) - 1-2)1-3) B (1) *(=2) B 2

(x—x)(x—x) (x—1D(x-3) (x*—x—-3x+3)
(g —x)(—x)  2-D@-3) 1x(-1)

Li(x) = =—x2+4x -3
(x—x)x—x) (x—-Dx-2) x*-2x—x+2) (x*-3x+2)

L) = G TG B-DG-2) 2+1 2

P(x)=0%Lo(x)+3*Li(x)+2%L,(x) =

(x? —5x + 6) 5 (x2—3x+2)
:0*f+3*(—x +4x—3)+2*f=

=-3x>+12x—94+0+x*>—3x+2=

=-2x24+9x -7

-10 -
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Newtoniv polynom:
Xi Vi y[Xi,Xi+1] y[Xi,Xi+1,Xi+2]
1 0 N
3-0 3 N
2—-1 .
7\ J— J—
2 3 =-2
N 3—-1
2—-3 7
I _1
3-2
3 2 7

P(x) = yo + ylxo, x1] * (x — x0) + y[x0,x1, x2] * (x — x0) (x — x1) =
=04+3x(x—-1D+(-2)*xx—-—1Dx-2) =
=3x—-3+(-2)*(x?—-3x+2) =

=-2x24+9x -7

-11-
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Priklad 5:

Xi y(xi)

0

3

2

WIN =[O
W |IN =

-1

Langrangetv polynom:

(x —x)(x —x)(x —x3)  (x—2)(x—3)(x—5) (x2=2x—3x+6)(x — 5)

Lol = G T = -1 A=DA-DA=5) D+ (D) (=8
_x3—5x2—5x2+6x+25x—30_x3—10x2+31x—30
B ) B -8
L) = (x—xp)(x—x)(x—x3)  (x—D(x—3)(x—5) (x> —x—3x+3)(x —5)
! B (21 — x0) (g — x2) (x1 — x3) B 2-1D2-3)2-5) B 1 (—=1) % (=3)
_x3—4x2—5x2+3x+20x—15_x3—9x2+23x—15
B 3 B 3
L (e x)x—x)(x—x3)  (x—DEx-2)(x—-5) (x> —x—2x+2)(x—5)
) = G T -1 G-DB-DG-5  2r1:(-2)
_x3—3x2—5x2+2x+15x—10_x3—8x2+17x—10
- —4 a —4
L o rmx)x—x))(x—x) (x—-DEx—-2)(x—-3) (x2—x—=2x+2)(x—3)
00 = G ) tn — s 1) G-DG-26-3) 12312
_x3—3x2—3x2+2x+9x—6_x3—6x2+11x—6
- 24 B 24
P(x)=0%Lo(x)+3*Li(x)+2*Ly(x)+ (—1) % Lg(x) =
043 x3 —9x% +23x — 15 ) x3—8x%2+17x — 10 ) x3—6x2+11x—6_
=0t 3 e —4 D 24 -

_ 24x3 —216x* + 552x — 360 N —12x% + 96x? — 204x + 120 N —x*+6x? —11x+6 _
B 24 24 24 B

_ 11x3 — 114x2 + 337x — 234 _
= n =

11 19 337 39

-12 -
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Newtoniv polynom:
Xi Vi y[Xi,Xi+1] y[Xi,Xi+1,Xi+2]
1 0 N
3-0_.,
2—1 -
;\ — —
2 3 =-2
N 3—-1
2—3 _ 7
3-2 Y
2 _3_ (-
32 ,~ b _ 1
5-2 6
—-1-2 3
=—— 7
5-3 2
5 -1 ~»

Fakulta stavebni

V[ Xi,Xi+1,Xi+2, Xis3]

1
s~ (2 11
5—1 24

P(x) = yo + ylxo, x1] * (x — x¢) + ylxg, x1, x2] * (x — x0) (x — x1) + ¥[x0, X1, X2, x3] *

*(x = x)(x —x)(x = x3) =

=0+3*(x—1)+(—2)*(x—1)(x—2)+%(x—1)(x—2)(x—3)=

11
=3x—3+(—D*Cﬂ—3x+2)+§2&2—3x+2Xx—3)=

11
=3x—3—2x2+6x—4+ﬁ(x3—3x2—3x2+2x+9x—6)=

_72 72 48 ) 144 96 11 3
By VR VIR YR Vi
., 19, 337
24 4 24

-13 -

66 , 121 66 _
24 T2 ¥ T2
39
4
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Priklad 6:

Xi y(xi)

2

4

i

0
1
2

U1 [

1

Langrangetv polynom:

(x—x)(x—x) (x—4(x—-5) (x*—5x—4x+20) x*>—9x+20

) G ) A-BH-5 (DrhH 12
L (= x)x—x) (x—-1Dx-5 (x*-5x—x+5) (x*-6x+D5)
O = e —m %) G-DG-5 3:(D -3
(x—x)(x—x1) (x—Dx—4) @*—-4x—-x+4) x*2-5x+4)
Lz(X) = = = =

(3 —x)(xz — %) G-1(G—-4) 4x1 4

P(x)=2%Loy(x)+4*Li(x)+1x%L,(x) =

x2—9x+20_|_4 (ch—6x+5)_|_1 (x2 —5x+4)
AR WO A AR O L
12 -3 4

:2*

2x% —18x + 40 — 16x% + 96x — 80 + 3x? — 15x + 12 3
12 B

_n,. 27
ST T3

-14 -
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Newtoniv polynom:
Xi Vi y[xi,Xi+1] V[Xi,Xi+1,Xis2]
1 2 N
4—-2 2
f_Z2 N
4—-1 3 )
7 —3_=
4 4 3-5__11
14 5—-1 12
- 7
= _3
5—-4
5 1 7

P(x) = yo + ylxo, x1] * (x — x¢) + ¥[x0, %1, x2] * (x — x0) (x —x1) =

—2+E*(x—1)+(—£)*(x—1)(x—4)—
B 3 12 B

_5 2 2 (11) 2 _c 4 =
= +§X—§+ —E *(X—X+ )—

_ 24 8 8 11 55 44

T2y T
ARV ARV RV AEEY.

R
S

-15-
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Priklad 7:

Xi y(xi)

1

2

-1

WIN =[O
U1 |W|IN

0

Langrangetv polynom:

(x —x)(x —x)(x —x3)  (x—3)(x—4)(x—-5) (x2—=3x—4x+12)(x — 5)

b0 = G G — - C-9@-HE-5 (D (-2 (-3
(X =7x+12)(x —5)  x*—7x* —5x*+12x + 35x — 60
B —6 B -6
_ x®—12x* +47x — 60
B —6
LG = (x —x)(x —x)(x —x3)  (x—2)(x—4)(x—5) (x? —2x —4x + 8)(x — 5)
BT g —x)( — ) —x3)  B-2)B-4)(3-5) 1x(=1)*(=2)
_ x®—6x? —5x” +8x+30x—40 x> —9x%+23x—15
- 2 B 2
L o (r=x)x—x)(x—x3)  (x—2)(x—3)(x—5) (x? —2x —3x+6)(x — 5)
20 = G TG — )G — 1) =)@ —3)(4—=5) 2 1% (—1)
_ x®—5x% —5x* +6x+25x —30 x®—10x*+31x — 30
B -2 B -2
L B (x —x0)(x —x1)(x — x3) _(x- 2)(x—3)(x—4) B (x? —2x—3x+ 6)(x — 4)
) = G s —%)  G-DG-DG-5 3v2e1
_x3—5x2—4x2+6x+20x—24_x3—9x2+26x—24
B 6 B 6

P(x) = (—=1) * Ly(x) + 3Ly (x) + 0L, (x) + 2L5(x) =

x3 —12x% 4+ 47x — 60 x3 —9x2% 4+ 23x —15 x3 —10x% 4+ 31x —30
+ 2% + (1) * +

=1
* —6 2 -2

—x3 4+ 12x%2 —47x+ 60 6x3 —66x% +228x —240 3x3 —30x%+93x—90
B 6 * 6 * 6 B

_ 8x3 — 84x2 + 274x — 270 _
= c =

—43 142+137 45
=3¥ x 3 ¥

-16 -
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Newtoniv polynom:
Xi Vi y[Xi,Xis1]
2 1 N
2-1_,
3-2
7
3 2 N
“1-2_
4-3
7
4 -1 N
0+1_ .
5-4
5 0 7~

v N

V[Xi,Xi+1,Xis2]

Fakulta stavebni

V[ Xi,Xi+1,Xi+2, Xis3]

P@)=1+1*&—2)+04)*@—zxx—3y+§@—2xx—3xx—4)=

4
=1+x—2+(—2)*(x2—5x+6)+§*(x2—5x+6)(x—4)=

4
:1+x—2—2ﬁ+1%&42+§*@3—&ﬂ+6x—%@+ﬂm—2®=

4
=—13+11x—2x2+§*(x3—9x2+26x—24)=

_ —39+33x— 6x% + 4x3 — 36x% + 104x — 96 3

-17 -
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Fakulta stavebni

Priklad 8:
i |xi y(xi)
013 2
1|5 1
2|7 0
Langrangefiv polynom:
Lo(x) = (x—x)(x—x) (x—=5&~-7) (x*—7x—5x+35) (x*—12x+35)
0 B (xo — 21) (xg — x2) S B3-536-7) (=2)* (—4) B 8
L) = (x—x)(x—x) (x=3)(x-7) (x*—7x—3x+21) (x*—10x+21)
T T ) a ) G-3)G-7)  2+(-2) -4
(x—x)(x—x) (x—3)(x—5) (x*—-5x—3x+15) (x?-8x+15)
Ly(x) = = = =

P(x)=2%Lo(x)+1*Li(x)+0x%L,(x) =

:2*

8

(2 = x0)(x2 —x1)  (7-3)(7-5)

4 %2

—4

_x2—12x+35—x2+10x—21_

4

2

-18 -

2

8

8

x%—12x + 35 x% —10x 4+ 21 x% —8x+ 15
( )+1*( )+0*( ):
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Newtoniv polynom:
Xi Vi y[Xi,Xi+1] y[Xi,Xi+1,Xi+2]
3 2 N
1-2
AN
5-3 2 L
7 S e
5 1 N 2 + =0
7-3

P(x) = yo + ylxo, x1] * (x — x¢) + ¥[x0, %1, x2] * (x — x0) (x —x1) =

—2+(—E)*(x—3)+0*(x—3)(x— ) =

1 +7
= ——X —
2
¥
“x\ 10|
~ B|
S~ 6|
“‘x&i&
2|
| \xh
-0 -5 5004
. Q_

-19-
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Priklad 9:

Xi y(xi)

3

0

i

0
1
2

Ul|= | O

2

Langrangetv polynom:

(x—x)x—x) (x—-1Dx-5 x*—6x+5

Lo(x) =

(o —x)(xg—x2)  (0—1)(0—-5) 5
L) = (x—x0)(x—x) (x—0)(x—5) x*—5x
B S G —x)@ —x) (A—-0)(1-5) 4
(€ Sk D NN 0 1C Sk DU )

(x; —x)(x;— 1) (5-0)(5-1) 20

P(x)=3%Lo(x)+0xLy(x)+2%L,(x) =

3 x2—6x+5_|_0 x2—5x_|_2 x%—x
=3 % * * =
5 —4 20
_6x2—36x+30+x2—x_

- s -

_7 2 3
“10° T10”

-20-
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Newtoniv polynom:
Xi Vi y[Xi,Xi+1] y[Xi,Xi+1,Xi+2]
0 3 N
0-3 N
1-0
7 -
10 t3_7
5—-0 10
2-0 1 7
5-1 2
5 2 7

P(x) = yo + ylxo, x1] * (x — x¢) + ¥[x0, %1, x2] * (x — x0) (x —x1) =

=3+(—3)*(x—0)+1—70*(x—0)(x—1)=

=3-3 +Z-(2— ) =
E3
X 10 X X

72 3 .
=—x*——x
10 10
¥y

1.5 f

10| H\\ ff

05 N /
—0.5] &

.\\h /

-21-
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Priklad 10:

Xi y(xi)

2

1

i

0
1
2

W (N | =

0

Langrangetv polynom:

(x—x)(x—x) (x—2)(x—3) x*-5x+6

Lo(x) =

(o —x)(xg —x2)  (1-2)1-3) 2
L) = (x—x)(x—x) (x—1Dx—-3) x*—4x+3
T — )@ ) 2-D2-3) -1
LG) = (x—x)x—x) (x—1Dx-2) x*-3x+2
2T -2t —x)  B-DB-2) 2

P(x)=2%Lo(x)+1xLi(x)+0x%L,(x) =

x> —5x+6 x?>—4x +3 x?—3x+2
B

=x?>—-5x4+6—x*+4x—-3 =

=—-x+3

-22-
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Newtoniv polynom:
Xi Vi y[Xi,Xi+1] y[Xi,Xi+1,Xi+2]
1 2 N
1-2 1N
2—1 i1
7 —-1+
2 1 =0
N 3—-1
0—-1 7
I _1
3-2
3 0 7

P(x) = yo + ylxo, x1] * (x — x0) + ¥[x0, %1, x2] * (x — x0) (x —x1) =

=0+ (-D*x(x—1D+0x(x—1)(x—0) =

=2—-x+1=
=—-x+3
¥y
K‘x\x 2
“mx B
Hﬁh
ol
2F
..
-6 -4 I 2 I S
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