INTERPOLACNI POLYNOM

e jednd se o nahrazeni dané funkce f(x) néjakym vhodnym polynomem P, (z),

e zakladni ¢lenéni interpola¢nich 1loh:

Interpola¢ni polynomy

~

.

Lagrangeova tloha interpolace
e dany uzly interpolace xg, z1,..., Ty
e v uzlech jsou predepsiany hodnoty
e hleddme interpola¢ni polynom P, (z)

stupné nejvyse n, ktery spliuje inter-
polaéni podminky

Hermitova tloha interpolace
e dany uzly interpolace zg,z1, ...,y

e v uzlech jsou predepsiany hodnoty
Y0s Y1y -+ Yn & MAVIC Y1, Yhs -+, Y

e hleddme interpola¢ni polynom P, (z)
stupné nejvyse n, ktery spliuje inter-
polaéni podminky

P,(z;) =y; proi=0,1,...,n. P,(x;) = wyiproi=0,1,...,n,
Pl(z;)) = y;proi=0,1,...,n.

e l

Lagrangetuv tvar polynomu

v dalsich roc¢nicich

Newtonuv tvar polynomu

e piedpokladame, ze uzly interpolace zg,x1, ...,z jsou ruzné (tj. z; # x; pro i # j),
e ilustrace Lagrangeovy ulohy interpolace:
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Interpolace = nahrazeni mezi body z¢ a x,
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Lagrangeuv tvar interpola¢cniho polynomu

e polynom je ve tvaru
Py(z) = Zyz‘@i(ﬂf) = yolo(2) + y1l1(z) + - + ynln(z),
i=0

kde ¢;(x) jsou tzv. fundamentdlni polynomy ve tvaru

li(z) = (x—zo)(x —21) ... (x —@i1) (@ — wig1) ... (2 — )
Z (i —xo)(wi — 1) (27 — @i1) (20 — Tig1) - - - (T — )

e polynom P, (x) je ddn jednoznacné,

e piiddme-li novy uzel x,.1, musime pfepocitat véechny fundamentdlni polynomy :(

Newtontuv tvar interpolaé¢niho polynomu
e polynom je ve tvaru

Po(x) = ap + ai1(x — xg) + ag(x — xo)(z — 1) + -+ + an(x —x0)(x —21) ... (¥ — TP1)

koeficienty ayg, . .., a, lze obdrzet postupnym dosazovanim uzla do polynomu (é),

e nebo pomoci pomérnych diferenci:

ozn. Py :=wy;

Pk 1P .
pak Pik.:WpTOZ—O,l,...
— koeficienty se dostanou jako a; = Pp;, it =0,1,...,n

polynom P, (x) je ddn jednoznaé¢né,

priddme-li novy uzel x,,11, sta¢i jen dopocitat koeficient a,11 :)

% !!Oba polynomy, Lagrangeuv i Newtontv, jsou totozné, jen zapsané v jiném tvaru!!
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Priklad 1: Urcete Lagrangeuv interpola¢ni polynom (LIP) a Newtonuv interpola¢ni polynom (NIP)
funkce, jejiz funkéni hodnoty jsou dany v tabulce:

1|0 1 2
ZT; -1 2 3

Reseni. (a) Pro vypocet LIP nejprve uréime viechny fundamentélni polynomy:

(r —x1)(x — 22) 1
by = = —(z—2)(x—3),
0 (xo — x1)(w0g — 22) 12 (z=2)(@=3)
(x — xo)(x — 22) 1
b = =—=(z+1)(z—-3),
! (1‘1 - l’o)(:ﬁl — SL‘Q) 3( )( )
(x —xo)(x — 1) 1
2 (1‘2 —:L'o)($2 —{L‘l) 4( )( )
LIP se dostane jako soucet téchto fundamentalnich polynomu dle (x):
1 5
Ps(z) = g(x —2)(z—-3)—-0+ Z(az +1)(z —2).
Pro ovéreni spravnosti LIP muzeme provéfit platnost interpola¢nich podminek dosazenim uzli do
polynomu:
1
Py(-1) = 5 (-3) (-4 =2
P;(2) = 0,
5
P3(3) = 0+Z-4-1:5

(b) NIP pomoci postupného dosazovéani uzli:
Hleddme NIP ve tvaru podle (&), tj. hleddme

Py(z) =ap+ar(z+ 1)+ az(z+ 1)(z — 2).

Dosazenim vsech t#i uzli do tohoto polynomu se dostane soustava rovnic:

Py(=1) = ap (=yo=2),
P3(2) = ag+3a1 (: Y1 = 0),
P3(3) = ag+4a; + 4as (: Yo = 5)
Resen{ této soustavy je ziejmé ag = 2,a; = —%, as = % a tedy NIP je ve tvaru

Py(z)=2— g(x +1)+ g(:v—l- 1)(x —2).

Opét muzeme spravnost ovérit dosazenim zadanych uzli:

Py(-1) = 2,
2
Py(2) = 2-3-3=0,
2 17
Py3) = 2—Z.44 - -4-1=5.
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c¢) Nyni uréime NIP pomoci tzv. pomérnych diferenci. Nejprve zavedeme Pyy = 2,Pi9 = 0, P = 5
y

a spocitame Pyi, Pi1, Pos:

i | x| Po Py P
0-2 _ 2 543 17
0]-1] 2 xCD T 3 *7T3’1) T 12
5-0 _
112 0 Twiz— 5
213 5
Opét se tak dostane ag = 2,a1 = —%,ag = %
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Piiklad 2: Urcete LIP a NIP funkce f(z) = arctgz v uzlech 29 = —1,21 = 0,292 = 1,23 = 2. Pomoci
interpola¢niho polynomu odhadnéte hodnotu arctg %

Resend. Nejprve si uréime funkéni hodnoty v zadanych uzlech:

7 0 1 2 3
T -1 0 1 2
yi | -0.7854 0 0.7854 1.1071

(a) Pro vypocet LIP ur¢ime fundamentalni polynomy:

_ G-zl -w)(e—zy) _ L
b= Gema )=y 6o DE=D
b o= TR mBE S S e )2,

(1 —z0)(z1 — 22) (21 —23) 2
= (x_xo)($—$1)($—x3) —_lx x(x —
by = (22 — 20) (22 — 71) (22 — 23) 5z + (e —2),
ERENChE NERE I S
(23 — 20) (x5 — 1) (23 — 22) =gz + Dzl —1).

l3

LIP je pak ve tvaru:
P3(z) =0.1309z(z — 1)(z — 2) + 0 — 0.3927(z + 1)z(x — 2) + 0.1845(z + 1)z(z — 1).

Navic mame urcit hodnotu arctg % Pfesna hodnota podle kalkulacky je arctg % = 0.463647609. Dosa-
zenim do LIP méme aproximaci

1
arctg 3 ~= P3(0.5) = 0.4216875.

(b) Koeficienty NIP ur¢ime pomoci pomérnych diferenci:

i |z | P P, P Ps
0 |-1]-0.7854 % =0T — 0.7854 - DISMOTEN _ — B0 = 00773
I 0 1% 0TS0 — 07854  —ra OUT0TS — (2319

2| 1| 07854 oy e s o

31 2| 11071

Tedy hledané koeficienty jsou ag = —0.7854,a; = 0.7854, a2 = 0,a3 = —0.0773 a NIP je ve tvaru
Ps(x) = —0.7854 + 0.7854(x + 1) — 0.0773(x + 1)z (z — 1).

Ptiblizna hodnota v bodé % je arctg% ~ P3(0.5) = 0.4216875 (tj. stejnd jako u LIP, protoze oba polynomy
jsou stejné).
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