
Interpolačńı polynom
• jedná se o nahrazeńı dané funkce f(x) nějakým vhodným polynomem Pn(x),

• základńı členěńı interpolačńıch úloh:

Interpolačńı polynomy

Lagrangeova úloha interpolace Hermitova úloha interpolace

• dány uzly interpolace x0, x1, . . . , xn

• v uzlech jsou předepsány hodnoty
y0, y1, . . . , yn

• hledáme interpolačńı polynom Pn(x)
stupně nejvýše n, který splňuje inter-
polačńı podmı́nky

Pn(xi) = yi pro i = 0, 1, . . . , n.

• dány uzly interpolace x0, x1, . . . , xn

• v uzlech jsou předepsány hodnoty
y0, y1, . . . , yn a nav́ıc y′1, y

′
2, . . . , y

′
n

• hledáme interpolačńı polynom Pn(x)
stupně nejvýše n, který splňuje inter-
polačńı podmı́nky

Pn(xi) = yi pro i = 0, 1, . . . , n,

P ′
n(xi) = y′i pro i = 0, 1, . . . , n.

v daľśıch ročńıćıchLagrange̊uv tvar polynomu

Newton̊uv tvar polynomu

• předpokládáme, že uzly interpolace x0, x1, . . . , xn jsou r̊uzné (tj. xi 6= xj pro i 6= j),

• ilustrace Lagrangeovy úlohy interpolace:
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Interpolace = nahrazeńı mezi body x0 a xn
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Lagrange̊uv tvar interpolačńıho polynomu

• polynom je ve tvaru

Pn(x) =

n∑
i=0

yi`i(x) = y0`0(x) + y1`1(x) + · · ·+ yn`n(x), (∗)

kde `i(x) jsou tzv. fundamentálńı polynomy ve tvaru

`i(x) =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
(∗∗)

• polynom Pn(x) je dán jednoznačně,

• přidáme-li nový uzel xn+1, muśıme přepoč́ıtat všechny fundamentálńı polynomy :(

Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu

• polynom je ve tvaru

Pn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + · · ·+ an(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1) (♣)

• koeficienty a0, . . . , an lze obdržet postupným dosazováńım uzl̊u do polynomu (♣),

• nebo pomoćı poměrných diferenćı:

ozn. Pi0 := yi

pak Pik :=
Pi+1,k−1−Pi,k−1

xi+k−xi
pro i = 0, 1, . . .

→ koeficienty se dostanou jako ai = P0i, i = 0, 1, . . . , n

• polynom Pn(x) je dán jednoznačně,

• přidáme-li nový uzel xn+1, stač́ı jen dopoč́ıtat koeficient an+1 :)

F !!Oba polynomy, Lagrange̊uv i Newton̊uv, jsou totožné, jen zapsané v jiném tvaru!!
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Př́ıklad 1: Určete Lagrange̊uv interpolačńı polynom (LIP) a Newton̊uv interpolačńı polynom (NIP)
funkce, jej́ıž funkčńı hodnoty jsou dány v tabulce:

i 0 1 2

xi -1 2 3
yi 2 0 5

Řešeńı. (a) Pro výpočet LIP nejprve urč́ıme všechny fundamentálńı polynomy:

`0 =
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
=

1

12
(x− 2)(x− 3),

`1 =
(x− x0)(x− x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
= −1

3
(x + 1)(x− 3),

`2 =
(x− x0)(x− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
=

1

4
(x + 1)(x− 2).

LIP se dostane jako součet těchto fundamentálńıch polynomů dle (∗):

P3(x) =
1

6
(x− 2)(x− 3)− 0 +

5

4
(x + 1)(x− 2).

Pro ověřeńı správnosti LIP můžeme prověřit platnost interpolačńıch podmı́nek dosazeńım uzl̊u do
polynomu:

P3(−1) =
1

6
· (−3) · (−4) = 2,

P3(2) = 0,

P3(3) = 0 +
5

4
· 4 · 1 = 5.

(b) NIP pomoćı postupného dosazováńı uzl̊u:
Hledáme NIP ve tvaru podle (♣), tj. hledáme

P3(x) = a0 + a1(x + 1) + a2(x + 1)(x− 2).

Dosazeńım všech tř́ı uzl̊u do tohoto polynomu se dostane soustava rovnic:

P3(−1) = a0 (= y0 = 2),

P3(2) = a0 + 3a1 (= y1 = 0),

P3(3) = a0 + 4a1 + 4a2 (= y2 = 5).

Řešeńı této soustavy je zřejmě a0 = 2, a1 = −2
3 , a2 = 17

12 a tedy NIP je ve tvaru

P3(x) = 2− 8

3
(x + 1) +

17

12
(x + 1)(x− 2).

Opět můžeme správnost ověřit dosazeńım zadaných uzl̊u:

P3(−1) = 2,

P3(2) = 2− 2

3
· 3 = 0,

P3(3) = 2− 2

3
· 4 +

17

12
· 4 · 1 = 5.
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(c) Nyńı urč́ıme NIP pomoćı tzv. poměrných diferenćı. Nejprve zavedeme P00 = 2, P10 = 0, P20 = 5
a spoč́ıtáme P01, P11, P02:

xi Pi0

-1

2

3

2

0

5

Pi1

0−2
2−(−1) = −2

3

5−0
3−2 = 5

Pi2

5+2
3

3−(−1) =
17
12

i

0

1

2

Opět se tak dostane a0 = 2, a1 = −2
3 , a2 = 17

12 .
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Př́ıklad 2: Určete LIP a NIP funkce f(x) = arctg x v uzlech x0 = −1, x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2. Pomoćı
interpolačńıho polynomu odhadněte hodnotu arctg 1

2 .

Řešeńı. Nejprve si urč́ıme funkčńı hodnoty v zadaných uzlech:

i 0 1 2 3

xi -1 0 1 2
yi -0.7854 0 0.7854 1.1071

(a) Pro výpočet LIP urč́ıme fundamentálńı polynomy:

`0 =
(x− x1)(x− x2)(x− x3)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)
= −1

6
x(x− 1)(x− 2),

`1 =
(x− x0)(x− x2)(x− x3)

(x1 − x0)(x1 − x2)(x1 − x3)
=

1

2
(x + 1)(x− 1)(x− 2),

`2 =
(x− x0)(x− x1)(x− x3)

(x2 − x0)(x2 − x1)(x2 − x3)
= −1

2
(x + 1)x(x− 2),

`3 =
(x− x0)(x− x1)(x− x2)

(x3 − x0)(x3 − x1)(x3 − x2)
=

1

6
(x + 1)x(x− 1).

LIP je pak ve tvaru:

P3(x) = 0.1309x(x− 1)(x− 2) + 0− 0.3927(x + 1)x(x− 2) + 0.1845(x + 1)x(x− 1).

Nav́ıc máme určit hodnotu arctg 1
2 . Přesná hodnota podle kalkulačky je arctg 1

2 = 0.463647609. Dosa-
zeńım do LIP máme aproximaci

arctg
1

2
≈= P3(0.5) = 0.4216875.

(b) Koeficienty NIP urč́ıme pomoćı poměrných diferenćı:

xi Pi0

-1

0

1

Pi1

0−(−0.7854)
0−(−1)

= 0.7854

0.7854−0
1−0

= 0.7854

Pi2

0.7854−0.7854
1−(−1)

= 0

i

0

1

2

3 2

-0.7854

0.7854

0

1.1071

1.1071−0.7854
2−1

= 0.3217

0.3217−0.7854
2−0

= −0.2319

Pi3

−0.2319−0
2−(−1)

= −0.0773

Tedy hledané koeficienty jsou a0 = −0.7854, a1 = 0.7854, a2 = 0, a3 = −0.0773 a NIP je ve tvaru

P3(x) = −0.7854 + 0.7854(x + 1)− 0.0773(x + 1)x(x− 1).

Přibližná hodnota v bodě 1
2 je arctg 1

2 ≈ P3(0.5) = 0.4216875 (tj. stejná jako u LIP, protože oba polynomy
jsou stejné).
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