NUMERICKE RESENI SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC
(SLR)

e je ddna soustava n rovnic s n nezndmymi X1, ..., Ty:
anzi + apxe + -+ apr, = b
a171 + G222 + - -+ + Az, = bo ()
*
An1T1 + Ap2T2 + -+ + AppTn = by

e neboli maticové

Ax =b, (%)

kde A je matice soustavy, x je vektor neznamych a b je vektor pravé strany:

aip a2 ... A1n I b1

as1 a2 ... a2, xI9 bg
A= ., x= . b=

anl Qan2 ... GQpn Tn, by,

e kazda SLR méa bud
— pravé 1 feseni (pokud A je reguldrni), nebo
— nekone¢né mnoho feSeni, nebo
— zadné TeSeni.
e Metody feSeni:
(1) piimé (vedou k pfesnému feseni),

(2) iteracni (konstruuji se iterace, které se néjakym zpusobem k feseni blizi).

Metody teseni SLR
Piimé metody [teracni metody
sikladni GEM| |CEA 8 édstecnym GEM s LU rozkladem Jacobiova | | Gauss-Seidelova
vybérem hlavniho prvku metoda metoda
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zakladni GEM

e pro A regularni

o zikladni GEM se sklada ze dvou c¢asti:

(1) ptimy chod - soustava Ax = b se prevede na soustavu Uz = ¢, kde U horni trojihelnikové

matice,

(2) zpétny chod - feseni soustavy Uz = c.

e zikladni GEM = GEM bez vybéru hlavniho prvku.

e piimy chod:

— cilem je v k-tém kroku vyloucit nezndmou xj, z rovnic i > k, tj. vynulovat poddiagonélni koefici-

enty v k-tém sloupci matice A;

— k ¢-té rovnici pri¢teme m;, nasobek k-té rovnice.

kéd

—fork=1ton—1

—fori=k+4+1ton
myp = —%
bl' = bl + mlkbk
for j=kton
ifj=k
Qjj = 0
else
Qjj = Q5 + Mg,
end
L end
— end

pseudokod

— opakuj pro 1. az (n — 1). sloupec

— opakuj pro poddiagonalni prvky

— Qi
My = —a;k

pro vybrany prvek a;; nastav

nastav multiplikatory

uprav pravou stranu

A - — 0

a pro dalsi na radku pocitej

Qij = Qi + Mygak; tj. k i-tému radku pricti
end m;, ndsobek k-tého tadku

L end

'— end

e Pro dané k se prvek api nazyva hlavni prvek, neboli pivot,

e Cleny mj;, se nazyvaji multiplikdtory.
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Piiklad 1: Ovéite, ze SLR mé pravé jedno feseni. Reseni naleznéte pomoci GEM:

r1+ro+ax3 = 4
T+ 229 +4x3 = 12
2%1 - 3%2 — X3 = 4

Reseni. Soustava ma pravé jedno feSeni, pokud je matice soustavy reguldrni, tj. spo¢itdme determinant

1 1 1
detA=11 2 4 |=-248-3-4-124+1=12.
2 -3 -1

Tedy A je regularni. Soustavu fesime pomoci GEM, tj. v pfimém chodu postupné upravujeme rozsitenou

matici soustavy [A|b]
vot
@PT 1) 47 ma=-1 mg=-2

[Alb]= |1 2 412 <t J+

Déle provadime zpétny chod, tj. fesime soustavu Ux = ¢. Dostane se:

1223 = 36 = r3 = 3,
To+3x3 = 8 = 29 =8 — 3x3 = —1,
r1+xo+ax3 = 4 =x1=4—2x9 —x3 = 2.
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Piiklad 2: Pomoci GEM feste nasledujici SLR

Ty —To+5r3+2x4 = 5
T, + Tx3 + dxy
To + 3x3 + 624

T —To+ O3+ x4 =

)ivot
_@5]—175 51 ma=—1 msu=0  my=-1

I
|
—

Reseni. P¥imy chod GEM:

2
1 075/ -1 T
AlI=10 136 7 J* *
1 —-151| 8
Hivot,

1 —-1/5 2| 5
0 2 36 map=—1 mp=0
0 13 6| 7 JF J
0 00 1| 3 "
i pivot
1 —-15 /2| 5
0 12/3/-6
0 0 31 13 may =0
0 00 -1 3 Jt
1 -15 2| 5
0 12 3/ -6
0 01 3|13
0 00 —1| 3
i A

U c

Zpétny chod GEM (fesime soustavu Uz = c¢):

x4 = 3 =24 = —3,
r3+3xr4y = 13 = x3 = 13 — 34 = 22,
x2 +2x3+3x4 = —6 = 29 = —6 — 203 — 314 = —41,
Ty — X9 +9r3+2x4 = 5 = x1 =5+ x9 — bxrg — 224 = —140.
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LU rozklad

e V praxi se pouziva pro opakované vypocty soustavy Ax = b, kde se * muze ménit, ale A, b zustavaji
stejné.

e Matice A se rozlozi na soucin
A=L- U,

kde L je dolni trojihelnikova matice a U je horni trojihelnikova matice.
e Matice U se dostane jako vysledek primého chodu GEM,

e matice L se dostane z multiplikdtortu ve tvaru

[ 1 0——0
—ma 1
L= —mp 1
0
—Mn,1 1

algoritmus: | soustava Ax = b se pfevede na soustavu LUx = b a postupné se fesi:

1. Ly=1% —y=..
2. Ux=1y —xr=..

Priklad 3: Urcete LU rozklad matice A.
1 1 2
A= 3 -1 1
-1 3 4

Resend. Provede se pifmy chod GEM, nyni bez pravé strany b:

-@ 1 27 m21:—3 m31:1
A=| 3 -11 Jt

-1 3 4] *

(11 2]

O‘—S may =

0 4 6] ot

(11 2] 1 00

0 -4 -5|=U, L=| 3 10

0 0 1] -1 -11
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Piiklad 4: Reste soustavu (viz. piiklad 2) pomoci LU rozkladu:

Ty —To+5r3+2x4 = 5
1+ Trs+bry = -1
To + 3x3 + 64 =

T —To+ O3+ x4 =

Resent. 7 piikladu 2 méme

1 -1 5 2 1000
0o 1 2 3 1100
U= 0o o1 3| L= 0110
0 00 -1 1 0 01

(Snadno se ukaze, ze LU = A.) Nyni fesSme danou soustavu. Nejprve se fesi (trojihelnikovd) soustava
Ly = b a dostane se

n = 5,
ity = -1 = y2=—1—y = —6,
yatys = 7 =ys="7—y2 =13,
y1+ys = 8 =y=8—y1 =3
Je vidét, ze
5
—6
Y= 13| ~°¢
3

tak, jak bylo ¢ obdrzeno pravé v piikladu 2. Nyni se fesi (trojihelnikova) soustava Uz = y. Tedy dostane
se piesné feseni piikladu 2, tj. x = [—140, —41,22, —3]7. O
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GEM s castecnym vybérem hlavniho prvku
e vhodné zejména, neni-li matice A pozitivné definitni (vysvétleno nize),

e iesi problém zakladntho GEM, kdy je pivot axr = 0 (déli se pak nulou) nebo agr =~ 0 (vede ke
znehodnoceni feseni vlivem velkych zaokrouhlovacich chyb),

e CasteCny vybér hlavniho prvku (€asteéné pivotovani) = v k-tém kroku se jako pivot vybird
prvek s nejvétsi absolutni hodnotou v zatim neeliminované ¢asti k-tého sloupce (viz obr.)
— pak prohodime tyto fadky

A= ,tj.srovnév;ime‘.‘s‘.‘

e matice A = (a”)z;lg je ryze diagondlné dominantni, pokud pro Vi = 1,...,n platf

n

Jail > D Jagjl

J=1j#i

(tj. diagondlni prvky jsou absolutné vétsi nez soucet ostatnich na radku),

e symetrickd matice A = (aw)g;l: je pozitivné definitni, pokud vSechny hlavni{ minory jsou kladné,
tj.
air a2

an >0, asy  a

>0, ..., detA>0.
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Piiklad 5: Reste soustavu z pifkladu 1 pomoci GEM s ¢ésteénym vybérem hlavniho prvku.

Resend. V prikladu 1. byly jako pivoty uvazovény prvky na hlavni diagonsle. PFi ¢dsteéném vybéru hlavniho
prvku se berou jako pivoty ty prvky, které maji vétsi absolutni hodnotu. Tedy

kandidati na pivota
pivot — prohodime 1. a 3. radek

1 1] 4 2 -3 —1| 47 ma=—3
[A]b] = 2 4012~ |1 2 412 J*
—3 -1 4 1 1 1] 4
kandidati na pivota
pivot — neprohazujeme
[ -1 4
2110 | mga=—3
3
L 3] 2 t
[2 —3 —1 4
7 9
oo gl
L0 0 =F|-7 stop
_
U c

Dale se provede zpétny chod, tj. fesi se soustava Ux = ¢, a dostane se

1
m31 = —3

2o %
7 r3 = 7 I3 =9,

7 2 9

5332 + 51’3 = 10 = T9 = ?(10 — 55{73) = —].,

2x1 — 3x0 — 13

= 4

1
:>a:1:§(4+3x2+a:3):2.
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Piiklad 6: Pomoci GEM s ¢asteénym vybérem hlavniho prvku feste soustavu:

Resend. Postupné upravujeme rozsfienou matici soustavy [A|b] a vybirdme pivoty:

2x1 + 619 — X3
2x1 + 3x9 + x3

kandidati na pivota

—3271 — 61’2

pivot — prohodime 1. a 3. fadek

6 —1

3
1| 4
0] =3

kandidati na pivota

3,

)

—3.

—3 -6 0|-37ma=3
~1 2 3 1] 4| Jt
2 6 —1| 3

pivot — prohodime 3. a 2. fddek

-3 0
0 1
0 —1

-3 -6 0
0 2 -1
00 3
S

-3 —6

0 -1

stop

Zpétnych chodem soustavu dofesime, tedy mame

3% =

2562 — X3 =

—3.%'1 — 6.%'2 =

5
2
1

1
-3 =1 = —g(—3 + 6:1}2) = —b.

0] -3

~ 0 2 —-1] 1 M3y =

1] 2 T

= xr3 = 9,

:>x2:f(1+$3):3,

2
ms1 =3

o7
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Normy vektoru

e norma vektoru ||z|| je nezdporné &islo charakterizujici jeho velikost - tedy vzdalenost od nulového
vektoru,

e Neékteré vlastnosti: pro libovolny vektor & plati
-zl = 0,

x|l =04z =o,

- Nazll = laf - 2|,

Mz +yll < [l -yl

B W N

e vyznamné normy vektoru x € R™:

n n 2
el = 3o fole= (S22) lelle = o

1 1

1
1\/ 1 1&J 1 -1 1
-1 -1 -1
jednotkové koule v R?, tj. mnozina viech & = (21, z9), které majf ||z|| = 1

Iteracni metody

e Jacobiova metoda a Gauss-Seidelova metoda,
e pro soustavu Ax = b zvolime pocatecni vektor xy a generujeme posloupnost 1, s, ...,

stop kritéria: | obdobné jako u itera¢nich metod feSeni jedné nelinedrni rovnice, tedy napf.

— nejcastéji [|@iy1 — aif| < e,

- H:B/L'Jrl — ac2|| < €H£Bl|| a dalsi ...

e metody jsou zalozeny na rozkladu matice A na A = L+ D+ U, kde L, U jsou ryze dolni a ryze horni
trojihelnikové matice a matice D je diagondlni, tj.

ai Gz a3 0 00 ap 0 0 0 aip a3
A= as1 A2 Q93 = a1 00 + 0 a99 0 + 0 0 93
as1 aszy ass as; asn 0 0 0 ass 0 0 0

L D U
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Jacobiova metoda

’podminky konvergence: ‘ matice A musi byt ryze diagonalné dominantni,

’startovaci vektor: ‘ libovolny, obvykle nulovy vektor,

xi 1 =D 'b—D Y (L+U)x;,

neboli po prvcich (x; = (14, 22,4, .- ., xm)T)
1 - _
Tjit1 = o bj — Z aj kT proj=1,...,n.
7 k=1k#j

Gauss-Seidelova metoda

’podml’nky konvergence: ‘ matice A musi byt ryze diagonalné dominantni nebo pozitivné definitni,

’startovaci vektor: ‘ libovolny, obvykle nulovy vektor,

neboli po prvcich

x;1:=(L+D)'b—(L+ D) 'Ux;,

1 ! "
Tjidl = bj — E ATkl — E aj kT, proj=1,...,n.
73 k=1 k=j+1
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Jacobiova a Gauss-Seidelova metoda pro matici typu 3 x 3

e je ddna soustava

Ax =b.
7 i-té rovnice vyjadiime neznamou x;, tedy
=1
ai; a2 a3 z1 by = T1= ap (b1 — a12z2 — a1373)
az azy as3 2 | = | b2 = Tg= az (b2 — az1z1 — azszs),
a1 azy ass T3 bs = x3 = 4~ (b3 — az1z1 — azws).

e Jacobiova metoda: pouzivaji se jen predchozi iterace

_ 1

Tlivl = o (b — a1a w9,
1 .

T2 i4+1 a2 (52 — Q21 L1
1

r301 = —— (b3 —az ry,

33

x; = (z1,, 72, 23;)

—Q13X3, )
—Q23X3; )

—Qa32T2 )

e Gauss-Seidelova metoda: pouziva se pfedchozi iterace x; i jiz spoc¢itané prvky nové iterace x; 1

1

Tri+1 = (bl — Q12 T2 —QA13T3; )

ail

T T

'

1
= o (b2 — a2 T —anTs; )

1
T3i41 = a—%(bg — ag1 T1,i4+1 —a32 )
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Piiklad 7: Reste SLR pomoci Jacobiovy a Gauss-Seidelovy metody s presnosti e = 0.01. Pro stop

kritérium pouzijte || - ||oo normu. Nejprve vzdy ovéite podminky konvergence.
5.2x1 +2.7090 = 1.3
1.1x1 +892, = 24

Resend. (a) Jacobiova metoda. Ovéiime podminky konvergence. Ziejmé je matice soustavy ryze dia-
gonalné dominantni, protoze
5.2 > |2.7] a [8.9] > |1.1].

Metoda pak konverguje pro libovolny poéatecni vektor. Staéi napi. jednoduse zvolit xq = (0, 0)7.

7 i-té rovnice vyjadiime proménnou z;, a odtud dostaneme predpis pro dalsi iterace

1 1
rT = ﬁ(lﬁ — 2.7:132), - oéitime iterace Tli+1 = ﬁ(l.:ﬂ — 2.7:1,‘271'),
vy = $s(24—11zy). p Pl = gs(24—Llzy,).
Déle doplnime do tabulky iterace x; = (1, xg,i)T:
X1, €2, HiBz - «’Bz’leoo
0 0 \
0.25 0.2697

1[0.25,0.2697] || 0o = 0.2697
0.1100 0.2388 1[—0.14, —0.309]T || oo = 0.14
0.1260 0.2561  [|[0.016,0.0173]7||s = 0.0173
0.1170 0.2541  [|[[-0.009, —0.002]7 || = 0.009 < &

=W N R O .

Tedy po splnéni stop kritéria je piiblizné feseni

0.1170
0.2541 |-

@%$4_|:

(b) Gauss-Seidelova metoda. Ukdzali jsme uz, ze matice soustavy je ryze diagonélné dominantni. Tudiz
GS metoda konverguje pro libovolny startovaci vektor. Opét zvolime napi. jednoduse xq = (0,0)7. Z i-té
rovnice vyjadiime proménnou x;, a GS metoda se dostane ve tvaru

1 1
r = 5f2(1.3 — 2.7:(}2), - oéitéme iterace xl,i-‘rl = 5ﬁ(l.?‘) — 2.7;(}2’1'),
Ty = g5(24—1.1x). p Toivl = gg(24— L1lzyp0).
Vypocty zapiSseme do tabulky:

T T T2 lei — xi—1]|0o

0 0 0 \

1 025 0.2388 1[0.25,0.2388]" || oo = 0.25

2 01260 0.2541  ||[-0.124,0.0153]7||oc = 0.124

3 0.1181 0.2551 ||[-0.0079,0.001]7 || = 0.001 < ¢

Tedy G-S metodou mame

. [ 0.1181 ]
r = I3 =

0.2551

(c) Poznamka. Je vidét ze Gauss-Seidelova metoda konverguje rychleji (byly potieba 3 iterace namisto 4
u Jacobiovy metody). Obé metody je mozné porovnat graficky:
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0.35

e
— Jacobi
— Gauss - Seidel

0.25- b

0.2 b

]

0.151 b

0.051 J

1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
gt

Po 1000 iteracich Gauss-Seidelovy metody se dostane aproximace feSeni

oo [ 0.117524821057493
1000 =1 (9 255137381667051 |-

Srovnejte s dosazenymi vysledky. O

Piiklad 8: Reste SLR pomoci Jacobiovy a Gauss-Seidelovy metody s presnosti e = 0.1. Pro stop kritérium

pouzijte || - ||1 normu. Nejprve vzdy ovéite podminky konvergence.
51+ 2.1x0 — 1523 = 4
2x1 + 6.4x9 — 2203 =
—x1+1.5x04+3x3 = -2

Resend. (a) Jacobiova metoda. Ovéiime podminky konvergence. Ziejmé je matice soustavy ryze dia-
gonalné dominantni, protoze

5> 21|+ |- 1.5] a [64]>20+]—2 a [3]>]—1]+]|— 15l

Metoda pak konverguje pro libovolny poéatecni vektor. Staéi napi. jednoduse zvolit xq = (0,0)7.
7 i-té rovnice vyjadiime proménnou x; a mame pfedpis pro iterace

21 = L(4—2.1m + 1.523) vrie1 = (4= 21w + L5ws),
Ty = @(4 — 221 4 2x3) = pocitdme iterace mg;1; = é(‘l — 2215 + 223;),
r3 = 3(—2+z1 —1.519) r3iv1 = g(=2+ 21— 1.529,).

Pocitané iterace doplnime do tabulky, vCetné stop kritéria:

i T, T2 x3,i i —xi—1|1

0 0 0 0

1 08 0625 -0.6667 1[0.8,0.625, —0.6667)7||, = 2.0917

2 0.3375 0.1667 -0.7125  [[0.4625, —0.4683, —0.0458]T|; = 0.9766
3 05162 0.2069 -0.6375 10.1787,0.1302,0.075]7 || = 0.3839

4 04841 0.2645 -0.6431 ||[—0.0321,—0.0324, —0.0056] |, = 0.0701 < &
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Tedy piiblizné feseni je

T~

0.4841
Ty = 0.2645
—0.6431

(b) Gauss-Seidelova metoda. Matice soustavy je ryze diagonélné dominantni, tedy podminky konver-
gence jsou splnény. Metoda konverguje pro libovolny startovaci bod, zvolime napt. opét xo = [0,0,0]7.

Iteraéni ptfedpis je ve tvaru:
T14+1 =
T244+1 =
L3i+1 =

Pocitané iterace doplnime do tabulky:

=

(4 — 2.11‘271' + 15333,@')7
?%(4 — 2$1’i+1 + 21‘3,1)’
g(—Q + Tii41 — 151'2,1’—&-1)'

(S

T1, T2 3

|zi —xi1]l1

l

0 0 0 0

1 0.8 0.375  -0.5875
2 0.4663 0.2957 -0.6591
3 04781 0.2696 -0.6421

Tedy G-S metodou mame

T~

Po 1000 iteracich Gauss-Seidelovy metody by

L1000 =

Srovnejte s dosazenymi vysledky.

\
1[0.8,0.375, —0.5875)7 ||y = 1.7625

1[-0.3337, —0.0793, —0.0716]T ||, = 0.4846
1[0.0118, —0.0261,0.017]7||; = 0.0549 < ¢

0.4781
T3 = 0.2696
—0.6421

se dostala aproximace feSeni

0.494915254237288
0.271186440677966
—0.637288135593220
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