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Teoreticky uvod

Abychom na matici A mohli provést LU-rozklad je nutné, aby matice A byla
¢tvercovd a regularni. LU-rozklad je zpusob jakym muzeme matici A zapsat
jako souc¢in dvou matic L a U. Matice L je dolni trojuhelnikova matice s
jednickami na hlavni diagonale a matice U je horni trojuhelnikova matice.

LU-rozklad se pouziva k feSeni systému linearnich rovnic Az = b stejné
jako Gausova elimina¢ni metoda, ovSem LU-rozklad je mnohem efektivnéjsi
v situaci, ze mame sérii vypoctu, ve kterych mame vice vektoru pravych stran
b kde i = 1,2, ... Pro kazdé konkrétni b® dopoéitdme feseni z(*).

Pokud k teseni soustavy Ax = b vyuzijeme rozkladu matice A na soucin
matic L a U, muzeme cely postup vypoctu zapsat jako Az = (LU)xr =
L(Uzx)= Ly =b.



Resené piiklady

Priklad 1.

Meéjme soustavu rovnic:

1’1—2.1'2 =
21’1—1‘2"—1’3 = 2

—T1 +2$2 — T3 =

Tuto soustavu muzeme zapsat ve taru Az = b tedy:

1 -2 0 1 1
2 1 1 || a|=12
-1 2 -1 3 0

Ovérime, ze je matice A regularni:
Ovéreni provedeme tak, ze spocitame jeji determinant, ktery nesmy byt roven
nule.
1 =2 0
2 -1 1 |=-3
-1 2 -1

Nyni muzeme zacit upravovat matici A:

1 -2 0 -(—2) 1 -2 0 -1 1 -2 0

2 -1 1 — 4+ o~ 0 3 1 ~1 0 3 1

-1 2 -1 -1 2 -1 — + 0 0 -1
Moy = —2 msz; =1 mszy = 0

Nyni sestavime matici L:

1 0 0 1 00
L= —MmMa1 1 0 == 2 1 0
—Mms31 —M32 1 -1 0 1



Matici U jsme ziskali ipravou matice A:

1 -2 0
U=|(0 3 1
0 0 -1

Pro ovéreni muzeme provést kontrolu A =L - U:

1 00 1 -2 0 1 -2 0
2 1010 3 1 = 2 -1 1
-1 0 1 0 0 -1 -1 2 -1

Nyni vyuzijeme vztahu Ly = b a vypocitame y:

2 10 || w|=]2
~1 0 1 Ys 0

- predchozi rovnost muzeme piimo zapsat jako rozsifenou matici

1 0 01 =1
2 1 02 = 21 +yYy=2=1y=0
-1 0 1]0 —n+ys=0=>y;=1
Poté jiz ze vztahu Ux = y vypocitame z:
1 -2 0|1 x1—2x2=1:x1=§
0 3 110 = 3reat+a3=0=>mz3=73
0 0 —-1]1 —r3=1=>x3=—1

Pro zadanou soustavu rovnic jsme ziskali feseni z = [5/3,1/3, —1]7. Do-
sazenim do rovnic lze spravnost feSeni oveérit.



Priklad 2.

Méjme soustavu rovnic:

1+ 31’2 — T3
2.1'1 —Totx3 =
—2z1 + T

N W

Tuto soustavu muzeme zapsat ve taru Az = b tedy:

1 3 —1 T 3
—2 1 0 T3 1

Nyni muzeme zacit upravovat matici A:

1 3 -1\ (-2 1 3 -1 2
2 -1 1 —+ ~ 0o -7 3
-2 1 0 -2 1 0 — +
m21:—2 m31:2
1 3 -1
0 -7 3
0 O 1

Nyni sestavime matici L:

1 3 -1
U=10 -7 3
0 0 1

1
~ 1 0
0
m32:1

3 -1
-7 3
7T =2



Pro ovéreni muzeme provést kontrolu A =L - U:

1 0 O 1 3 -1 1 3 -1
2 1 00 =7 3 = 2 -1 1
-2 -1 1 0 0 1 -2 1 0

Nyni vyuzijeme vztahu Ly = b a vypocitame y:

1 0 03 Y1 =3
-2 -1 111 21—y ty=1=y3=3

Poté jiz ze vztahu Ux = y vypocitame z:

1 3 —-113

$1+3$2—$3:3:>$1:%
0o -7 3 —4 = —7‘7}24—3‘7}3:—4:}1’2:173
00 113 s =3

Pro zadanou soustavu rovnic jsme ziskali feseni z = [3/7,13/7,3]". Do-
sazenim do rovnic lze spravnost feseni oveérit.



Priklad 3.

Meéjme soustavu rovnic:

T+ 35(72 — 2[)33 =1
21’1 — T2t X3 = 0
Ty — 29 +2x3 = 3

Tuto soustavu muzeme zapsat ve taru Az = b tedy:

1 3 -2 T 1
2 -1 1 |- [a|=]0
1 -1 2 I3 3

Ovérime, ze je matice A regularni:

1 3 =2
2 -1 1 |=-8
1 -1 2

Nyni muzeme zac¢it upravovat matici A:

1 3 -2\ (-2 13 -2\ (-1
2 -1 1 +—~+ ~|1 0 =7 5 ~
1 -1 2 1 -1 2 —+
Moy = —2 m31:—1 Mgy = —
1 3 =2
0 -7 5
8
0 0 2

Nyni sestavime matici L:

100
L=]1210
1 21

Matici U jsme ziskali ipravou matice A:



Pro ovéreni muzeme provést kontrolu A =L - U:

10 0 1 3 -2 1 3 -2
21 0|-10 -7 5 |=[2 -1 1
14 0 0 8 1 -1 2

Nyni vyuzijeme vztahu Ly = b a vypocitame y:

2 1 010 = 2y1+y2:O:>y2:—2
1213 it tys=3=>y3 =2
Poté jiz ze vztahu Ux = y vypocitame z:
1 3 —2 1 .T1+3£C2—2.1'3:1:>$1:—i
0O -7 5 —2 = —71’2+5£L’3:—2:>I2:%
8 | 22 8 22 11
Pro zadanou soustavu rovnic jsme ziskali feseni z = [—1/4,9/4,11/4]T.

Dosazenim do rovnic lze spravnost feseni ovérit.



Priklad 4.

Meéjme soustavu rovnic:

Tr1 — Ty + 41‘3 =1
51’1 + Ty + 31’3 =1
—21’1 +1x3 = 1

Tuto soustavu muzeme zapsat ve taru Az = b tedy:

1 —1 4 7 1
5 1 3 ||z |=[1
Ovérime, ze je matice A regularni:
1 -1 4
5 1 3|=20
-2 0 1

Nyni muzeme zac¢it upravovat matici A:

1 =1 4\ «(-5) 1 -1 4 2 1 -1 4
5 1 3| <+ ~| 0 6 -17 ~|10 6 -—17 3
-2 0 1 -2 0 1 «—+ 0 -2 9 —+
Mo = —9 mzy = 2 M3y = 3
1 -1 4
0 6 —17
0 0

Nyni sestavime matici L:



Pro ovéreni muzeme provést kontrolu A =L - U:

1 0 O 1 -1 4 1 -1 4
5 1 010 6 —17|= 5 1 3
1 10
-2 —3 1 0o 0 3 -2 0 1
Nyni vyuzijeme vztahu Ly = b a vypocitame y:
1 0 0]1 yp =1
5 1 0|1 |= Syt +ya=1=y, = —4
-2 —3 1]1 21— Sty =1=ys =2
Poté jiz ze vztahu Ux = y vypocitame z:
1 -1 4 1 $1—$2+4l’3:1:>$1:—i
0 6 —-17|—-4 = 6xg — 1703 = —4 = 19 = %
0 O % g %x?) = g = 13 =3
Pro zadanou soustavu rovnic jsme ziskali feSeni z = [—1/4,3/4,1/2]T.

Dosazenim do rovnic lze spravnost feseni ovérit.
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Priklad 5.

Meéjme soustavu rovnic:

2[L’1 + Ty — 2[)33 = 4
3.%1 -+ 21’2 — X3 = 0
T +l’2—|—2$3 = 1

Tuto soustavu muzeme zapsat ve taru Az = b tedy:

2 1 -2 T 4
11 2 T3 1

Ovéiime, ze je matice A regularni:
2 1 =2
3 2 —-1|=1
1 1 2

Nyni muzeme zac¢it upravovat matici A:

21 -2 (—%) 2 1 =2 (—%) 2 1
32 1| <+ ~[0 3 2 ~10 3
11 2 11 2 —+ 0 3
ma1 = —% ma; = —% M3z =
2 1 =2
1
0 5 2
00 1
Nyni sestavime matici L:
1 00
_ | 3
L= ? 10
> 11

Matici U jsme ziskali ipravou matice A:

-2
2
1

d

I
S O N
O N =

—_
—_

=—1

(1) ~

—+



Pro ovéreni muzeme provést kontrolu A =L - U:

100 2 1 —2 2 1 -2
210 05 2 |=(32 -1
5 11 00 1 11 2

Nyni vyuzijeme vztahu Ly = b a vypocitame y:

1 0 04 Yy =4
% 1 0j0 = X Sty =0=ys=—6
3 1L L1 sty tys=1=ys=>5
Poté jiz ze vztahu Ux = y vypocitame z:
2 1 =2| 4 201+ 19 — 203 =4 = 11 = 23
0 % 2 |—6 | = %x2+2x3:—6:>a:2:—32
00 1|5 r3=>5

Pro zadanou soustavu rovnic jsme ziskali feseni z = [23, —32, 5]7. Dosa-
zenim do rovnic lze spravnost feseni oveérit.
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Priklad 6.

Méjme soustavu rovnic:

1+ QIQ + 3ZL’3 =0
4ZL'1 + 5.7}2 + 6.773 = 2
Tx1 + 8xy + 923 =

Tuto soustavu muzeme zapsat ve taru Az = b tedy:

1 2 3 1 0
7 89 T3 1
Ovérime, ze je matice A regularni:
1 2 3
4 5 6|=0
789

Determinant je roven 0, proto nebudeme pokracovat v LU-rozkladu.
Soustava rovnic nemé teseni.
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Doposud jsme méli soustavy rovnic s pouze jednim vektorem pravych
stran, avSak LU-rozklad se predevsim pouziva v piipadech, kdy méame vice
vektortl pravych stran b a pro né hleddme rtizné feseni 2. V nasledujicich
prikladech budou zadany dva vektory pravych stran, ale muze jich byt i vice.

Pii teSeni provedeme LU-rozklad jako doposud a ziskame matice L a
U. Déle budeme pracovat s jednotlivymi vektorypravych stran samostatné.

Nejprve pracujeme s vektorem pravych stran b™") a pro néj ziskdme fesent
(1).
x:
1. Ly® = o0
2. Uz® =y
Pro zadanou soustavu ravnic s vektorem pravych stran b!) ziskdme Fesen{
1)
x.

Nésledné pracujeme s vektorem pravych stran b® a pro néj ziskdme fesent
2).
A
1. Ly® =@
2. Uz® = y®@
Pro zadanou soustavu rovnic s vektorem pravych stran b® ziskdme feen{
2)
AR
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Priklad 7.

Méjme soustavu rovnic s vektorem pravych stran b = (3,0,4)” a b®? =
(1,1,0)T:

3287 + 5ay) + 4 = by
62t + 225 + 82§ = b}
o)+ 72 10y = b

Tuto soustavu muzeme zapsat ve taru Az = b tedy:

35 4 z{" g
628 || 2 | =]
179 20 o)

Ovérime, ze je matice A regularni:

3 5 4
6 2 8|=—-184
1 79
Nyni muzeme zac¢it upravovat matici A:
3 5 4 (—=2) 3 5 4 (—3) 3 5 4
6 2 8 —~+ ~|1 0 =80 ~10 =8 0 2~
179 1 7 9 — + 0o 2 = — +
Moy = —2 mglz—% m32:%
3 5 4
0 -8 0
23
0o 0 =
Nyni sestavime matici L:
1 0 O
L=|2 1 0
12
5 —3 1

Matici U jsme ziskali iipravou matice A:

|

5
-8
0

O O W
Wi o e
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Pro ovéreni muzeme provést kontrolu A =L - U:

1 0 0 3 5 4 3 5 4
2 1 010 -8 0 |=|6 238
1 2 23
3 —3 1 0 0 % 179
Nejprve pracujeme s vektorem pravych stran ) = (3,0,4)T a pro néj

ziskame fegeni z(V:
1. vyuzijeme vztahu Ly™Y = b a vypocéitame y):

1 0 0|3 y =3
2 1 0/0 |= 2V 4yl = 0= iV = —6
12
3 5 L4 ) =3 ) =4 = = -1
2. ze vztahu Uz = ¢y vypocitdame z(:
3 5 43 3oV 4 508 4 42l =3 = 2V = - T
0 -8 0|—6 |= 8y = 6= i) =3
23
Pro zadanou soustavu rovnic s vektorem pravych stran b jsme ziskali
feseni 2™ = [~7/92,3/4, —3/23]". Dosazenim do rovnic lze spravnost feseni
overit.

Nyni budeme pracovat s vektorem pravych stran b2 = (1,1,0)7 a pro néj
ziskédme Fesenf z(?):
1. vyuzijeme vztahu Ly® = b® a vypocitame y@:

(2) _

1 0 0]1 gy =1
2 1 0[1 |= 2P 4 yP =1 =P = 1
2 2 2 2 2

3 —5 110 s =3y ) =0 = = -1

2).

2. ze vztahu Uz® = ¢y vypocitame !

3 5 4] 1 322 + 52 + 42 =12 2 = 3B
0 -8 0)-1]= e = 1= a2y =1
0 0 %|-1 e QN R R |

Pro zadanou soustavu rovnic s vektorem pravych stran b jsme ziskali
feseni (2 = [55/184,1/8, —3/23]". Dosazenim do rovnic lze spravnost feseni

overit.
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Priklad 8.

Méjme soustavu rovnic s vektorem pravych stran b = (=1,2,0)" a b =
(2/5,27/20,0)T:

ngi) + 4xéi) + 6x§i) = bgi)

209 30 40l —

5x§i) + 6x§i) + ng) = bg)

Tuto soustavu muzeme zapsat ve taru Az = b tedy:

2 46 z{” g
23 1 || a2 [=] o0
5 6 2 o) )

Ovérime, ze je matice A regularni:

2 46
-2 3 1|=-126
5 6 2

Nyni muzeme zac¢it upravovat matici A:

2 46 -1 2 46 (=2) 2 4 6
23 1| <+ ~[077 ~l0 7 7 2~
5 6 2 5 6 2 — + 0 —4 —-13 — +
maoy =1 mg = —3 ma = 3
2 4 6
o7 7
00 -9
Nyni sestavime matici L:
1 0 0
L= -1 1 0
IR



Pro ovéreni muzeme provést kontrolu A =L - U:

1 0 0 2 4 6 2 46
1 1 0|-lo7 7 |=]|-231
5o 00 —9 5 6 2

Nejprve pracujeme s vektorem pravych stran b(!) = (—1,2,0)7 a pro néj
ziskdme fesenf z(1):
1. vyuzijeme vztahu Ly = oM a vypocéitame y):

(1)

10 0]-1 y = —1
LU I e —p ) =2 =y =1
5 4

5 —7 110 gygl) . %yél) X yél) — 0= y?()l) _ %

2. ze vztahu Uz =y vypocitame 2™1):

2 4 6 |-1 20V + 428" + 62 = —1 = 2{) = 4

07 7|1 = oS 472 =1 = 2V = 8L
— 29 1 1

00 —9| = ga) — 8 () i

Pro zadanou soustavu rovnic s vektorem pravych stran b jsme ziskali
fegeni () = [~4/9,61/126, —43/126]. Dosazenim do rovnic lze spravnost
feSeni ovérit.

Nyni budeme pracovat s vektorem pravych stran b = (2/5,27/20,0)" a
pro néj ziskdme fesenf 2?):
1. vyuzijeme vztahu Ly® = b® a vypocitame y@:

2
1 0 02 ) =2
27 2 2 2
PRS- e Py =T s yY =1
2 _4a 2 2 2 2
> —7 110 S — 2P+ =0 =98P =0

2. ze vztahu Uz = ¢y vypocitame 2(?):

2 4 6 % ngz) + 4x52) + 6x§2) = % = a:&Q) = —%
07 7|i|= Ty + 72 =T =2l =1
00 —9/0 —92P =0= 2 =0

Pro zadanou soustavu rovnic s vektorem pravych stran b jsme ziskali
feseni z(?) = [-3/10,1/4,0]". Dosazenim do rovnic lze spréavnost feseni
OVerit.
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Priklad 9.

Méjme soustavu rovnic s vektory pravych stran b = (1,2,1)7 a b® =
(1,4,13)T:

x(li) + 3x§i) + Zxéi) = bgi)

10 450 4ol =

62" + 223 + 328 = by

Tuto soustavu muzeme zapsat ve taru Az = b tedy:

13 2 z{" g
45 1 || | =]
6 2 3 xéi) béi)
Ovérime, ze je matice A regularni:
1 3 2
4 5 1|=-49
6 2 3
Nyni muzeme zac¢it upravovat matici A:
13 2\ (-4 1 3 2\ «(—6) 1 3 2
4 5 1 —+ ~| 0 -7 -7 ~0 -7 -7 | (=%
6 2 3 6 2 3 — + 0 —16 -9 —+
Mo = —4 mg = —6 mgy = —%
1 3 2
0 -7 =7
0o 0 7
Nyni sestavime matici L:
1 0 0
L=14 10
16
6 = 1
Matici U jsme ziskali iipravou matice A:
1 3 2
U=|10 -7 =7
0o 0 7
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Pro ovéreni muzeme provést kontrolu A =L - U:

1 0 0 1 3 2 1 3 2
4 1 0f-10 =7 =7 ]=1451
6 1—76 1 0o 0 7 6 2 3

Nejprve pracujeme s vektorem pravych stran b = (1,2,1)" a pro néj
ziskdme fesenf z():
1. vyuzijeme vztahu Ly® = b a vypocitame y1):

(1) _

1 0 0]1 yi) =1

41 02 |= dytV 4y =2 = 8 = -2
16 1 1 1 1

6 7 1]1 6yi) + 295" +ys” = 1= 48 = -2

2. ze vztahu Uz = ¢y vypocitame 2™1):

13 2|1 o) 432 42l =12 2V = 4

0 -7 —7/-2|=> 7)) =220 =0
3

0 0 7 |-2 Tl =3 =) =3

Pro zadanou soustavu rovnic s vektorem pravych stran b jsme ziskali
fesenf (1) = [4/49,17/49, —3/49]". Dosazenim do rovnic lze spravnost feseni
overit.

Nyni budeme pracovat s vektorem pravych stran b = (1,4,13)" a pro
néj ziskdme feseni z(:
1. vyuzijeme vztahu Ly® = b® a vypocitame y®:

(2) _

1 0 01 Y1 =
410 = )+ = 4=y =0
6 7 1113/ oy + 2y 4yl =135 40 =7

2. ze vztahu Uz® = ¢y vypocitame 2?):

1 3 21 2P 4320 422 = 1= 2P =2
0 -7 -7/0 |= -7 -1l =0==-1
0 0 7|7 T =T= a2 =1

3

Pro zadanou soustavu rovnic s vektorem pravych stran b jsme ziskali
feseni 2(2) = [2, —1,1]". Dosazenim do rovnic lze spravnost feseni ovéfit.
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Priklad 10.

Méjme soustavu rovnic s vektory pravych stran b = (0,1,2)” a b®?
(27 57 _1)T:
2x§i) + 4x(2i) + xéi) = bgi)
32 + 528 + 625 = Y

xgi) + 43:5“ + 3:1:;(;) = b:(f)

Tuto soustavu muzeme zapsat ve taru Az = b tedy:

2 41 oy ’
356 |- =]
143 o b

Ovérime, ze je matice A regularni:

= Ot

2 1
3 6| =-23
1 3

Nyni muzeme zac¢it upravovat matici A:

2 4 1) (=% 2 4 1Y\ (-3
3 5 6 —+ ~|1 0 —1 g ~
1 4 3 1 4 3 — +
m21:—% m31:—%
2 4 1
9
0 -1 2
0 0 =
Nyni sestavime matici L:
1 0 0
3
L={35 1 0
% -2 1

Matici U jsme ziskali tipravou matice A:

2 4
U=10 -1

0 0

v Bl —
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Pro ovéreni muzeme provést kontrolu A =L - U:

1 0 0 2 4 1 2 41
21 0|0 -1 5 [=[356
5 —2 1 0o 0o % 143

Nejprve pracujeme s vektorem pravych stran ) = (0,1,2)7 a pro néj
ziskdme Feseni z(1):
1. vyuzijeme vztahu Ly™Y = b a vypocéitame y):

(1)

10 00 y =0
% 1 01 |= Sy oy =1 = =1
L — 1 1 1 1

» 2 12 i) =2y s =2y =4

2. ze vztahu Uz = ¢y vypocitdme (-

2 4 110 20V + 4zl 4 2V =0 = 2 = 20
9 (1) 9..(1) (1) 13
0 —1 253 1 = —Ty —|—5;p3 :1:1»2 =5

Pro zadanou soustavu rovnic s vektorem pravych stran b jsme ziskali
fegeni (Y = [-30/23,13/23,8/23]7. Dosazenim do rovnic lze sprévnost
feSeni ovérit.

Nyni budeme pracovat s vektorem pravych stran b = (2,5, —1)" a pro
néj ziskdme feseni z(:
1. vyuzijeme vztahu Ly® = b® a vypocitame y@:

1 0 0|2 g =2
% 1 0/5 |= 3y 4y =52 P =2
L _ 2 2 2 2

: 2 1A b =29 s = -1 = =2

2. ze vztahu Uz = y@) vypocitame z(?);

2 4 12 20 4 4ol 42 =222 =TT
0 -1 2%3 2 | = —xg) + %x;(f) 2: 2= xéQ) 2: _%
00 F|2 BeP =2=a2P) = 4

Pro zadanou soustavu rovnic s vektorem pravych stran b jsme ziskali
feseni z(? = [77/23,-28/23,4/23]". Dosazenim do rovnic lze spravnost
feSeni overit.
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