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1.2. LU–rozklad matice 4×4 pouze na základě deϐinice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2. Algoritmus sestavení LU–rozkladu 31
2.1. LU-rozklad singulárnı́ matice 3×3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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1. Definice LU–rozkladu (čtvercové, ne nutně regulární) maƟce A
Dolnı́ (angl. lower) trojúhelnı́ková ¹matice L s jednotkami v hlavnı́ diagonále a hornı́ (angl. upper) trojú-
helnı́ková ² maticeU tvořı́ LU–rozklad čtvercové matice A, je-li A součinemmatic L aU (v tomto pořadı́),

A(𝑎௜;௝) = L(𝑙௜;௝) • U(𝑢௜;௝),nebo jinak
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎ଵ;ଵ … 𝑎ଵ;௠ … 𝑎ଵ;௡
⋮ ⋱ ⋮ ⋮

𝑎௠;ଵ … 𝑎௠;௠ … 𝑎௠;௡
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎௡;ଵ … 𝑎௡;௠ … 𝑎௡;௡

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 … 0 … 0
⋮ ⋱ ⋮ ⋮

𝑙௠;ଵ ⋯ 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑙௡;ଵ … 𝑙௡;௠ … 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

•
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎ଵ;ଵ … 𝑎ଵ;௠ … 𝑎ଵ;௡
⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 … 𝑢௠;௠ … 𝑢௠;௡
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 … 0 … 𝑢௡;௡

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

Vidı́me, že hornı́ trojúhelnı́ková maticeU je vlastně schodovitý tvar původnı́ matice A. Tento převod
matice A budeme provádět jediným typem eliminačnı́ úpravy: přičtením–násobku nějakého řádku
k jinému, který je napsán pod ním. Tuto úpravu lze „emulovat“ násobenı́m zleva vhodnou maticı́:

𝐴 ∼ ଵ𝐴 = ଵ𝐿 • 𝐴ᇣᇧᇤᇧᇥ
భ஺

∼ ଶ𝐴 = ଶ𝐿 • (ଵ𝐿 • 𝐴)ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
మ஺

= (ଶ𝐿 • ଵ𝐿) • 𝐴ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
మ஺

∼ ଷ𝐴 = … = (ୱିଵ𝐿 • ⋯ • ଶ𝐿 • ଵ𝐿) • 𝐴ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
౩షభ஺

∼ ୱ𝐴

a tedy (kde závorku na levé straně si označı́me 𝐿ିଵ a ୱ𝐴 je schodovitý tvar matice 𝐴, tj. matice U)
௅షభ

ᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ(ୱ𝐿 • ⋯ • ଶ𝐿 • ଵ𝐿) • 𝐴ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
౩஺

=
௎
ฏୱ𝐴

𝐿ିଵ • 𝐴 = 𝑈 | 𝐿 • (𝑧𝑙𝑒𝑣𝑎)
𝐿 • 𝐿ିଵᇣᇧᇤᇧᇥ

ா
• 𝐴 = 𝐿 • 𝑈

A = L • U
¹ Je čtvercová matice s nenulovými prvky pouze NAD hlavnı́ diagonálou.
² Je čtvercová matice s nenulovými prvky pouze POD hlavnı́ diagonálou.
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Konkrétně pro čtvercovou matici řádu 3 má dřıv́e uvedený algoritmus následujı́cı́ podobu.

A = ቎
𝑎ଵ;ଵ 𝑎ଵ;ଶ 𝑎ଵ;ଷ
𝑎ଶ;ଵ 𝑎ଶ;ଶ 𝑎ଶ;ଷ
𝑎ଷ;ଵ 𝑎ଷ;ଶ 𝑎ଷ;ଷ

቏

1. krok: Vhodné násobky1. řádkumaticeApostupně přı́čı́támek řádkům ležı́cı́mpodnı́m tak, abychom
v 1. sloupci matice ଵAmı́sto prvků 𝑎ଶ;ଵ a 𝑎ଷ;ଵ dostali NULY (ଵ𝑎ଶ;ଵ = 0, ଵ𝑎ଷ;ଵ = 0). Tyto násobky (náso-
benı́, téžmultiplikace) nazvememultiplikátory a budeme označovat pı́smenemm. Napřı́klad𝑚ଶ;ଵ bude
multiplikátor, kterým v 1. kroku (nulujeme 1. sloupec) „vynulujeme“ prvek 𝑎ଶ;ଵ.

A = ቎
𝑎ଵ;ଵ 𝑎ଵ;ଶ 𝑎ଵ;ଷ
𝑎ଶ;ଵ 𝑎ଶ;ଶ 𝑎ଶ;ଷ
𝑎ଷ;ଵ 𝑎ଷ;ଶ 𝑎ଷ;ଷ

቏
⋅ 𝑚ଶ;ଵ ⋅ 𝑚ଷ;ଵ⌋ |

⌋ = ቎
1 0 0

ଵ𝑙ଶ;ଵ 1 0
ଵ𝑙ଷ;ଵ ଵ𝑙ଷ;ଶ 1

቏ • ቎
𝑎ଵ;ଵ 𝑎ଵ;ଶ 𝑎ଵ;ଷ
0 ଵ𝑎ଶ;ଶ ଵ𝑎ଶ;ଷ
0 ଵ𝑎ଷ;ଶ ଵ𝑎ଷ;ଷ

቏
ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

భA

=

2. krok: Vhodné násobky 2. řádku matice ଵA… tak, abychom ve 2. sloupci matice ଶA (pod nı́m) dostali
NULY.

= ቎
1 0 0

ଵ𝑙ଶ;ଵ 1 0
ଵ𝑙ଷ;ଵ ଵ𝑙ଷ;ଶ 1

቏•቎
𝑎ଵ;ଵ 𝑎ଵ;ଶ 𝑎ଵ;ଷ
0 ଵ𝑎ଶ;ଶ ଵ𝑎ଶ;ଷ
0 ଵ𝑎ଷ;ଶ ଵ𝑎ଷ;ଷ

቏ ⋅ 𝑚ଷ;ଶ⌋ = ቎
1 0 0

ଵ𝑙ଶ;ଵ 1 0
ଵ𝑙ଷ;ଵ ଵ𝑙ଷ;ଶ 1

቏ • ቎
1 0 0

ଶ𝑙ଶ;ଵ 1 0
ଶ𝑙ଷ;ଵ ଶ𝑙ଷ;ଶ 1

቏
ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

L

• ቎
𝑎ଵ;ଵ 𝑎ଵ;ଶ 𝑎ଵ;ଷ
0 ଵ𝑎ଶ;ଶ ଵ𝑎ଶ;ଷ
0 0 ଶ𝑎ଷ;ଷ

቏
ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

మAୀU

krok
A nynı́ totéž s čı́sly.
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1. krok: 𝑚2;1 = −2, 𝑚3;1 = −3

A = ቎
1 2 −2
2 3 2
3 7 −8

቏
⋅(−2) ⋅(−3)⌋ ⌋ = ቎

1 0 0
ଵ𝑙ଶ;ଵ 1 0
ଵ𝑙ଷ;ଵ ଵ𝑙ଷ;ଶ 1

቏•቎
1 2 −2
0 ଵ𝑎ଶ;ଶ ଵ𝑎ଶ;ଷ
0 ଵ𝑎ଷ;ଶ ଵ𝑎ଷ;ଷ

቏ = ቎
1 0 0
2 1 0
3 0 1

቏•

భA
ᇩᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇫ
቎
1 2 −2
0 −1 6
0 1 −2

቏

Zbývá dopočı́tat prvky ଵ𝑙ଶ;ଵ, ଵ𝑙ଷ;ଵ, ଵ𝑙ଷ;ଶmatice ଵL. Tečkamezi řádkovým vektorem (pro prvek 𝑎ଶ;ଵ vektor
ze 2. řádku matice ଵL) a sloupcovým vektorem (pro prvek 𝑎ଶ;ଵ vektor z 1. sloupce matice ଵA) označuje
skalárnı́ součin těchto vektorů.

𝑎ଶ;ଵ = 2 = ൣ ଵ𝑙ଶ;ଵ 1 0 ൧ ⋅ ቎
1
0
0
቏ ⟹ 2 = (ଵ𝑙ଶ;ଵ ⋅ 1) + (1 ⋅ 0) + (0 ⋅ 0) ⟹ 2 = ଵ𝑙ଶ;ଵ

𝑎ଷ;ଵ = 3 = ൣ ଵ𝑙ଷ;ଵ ଵ𝑙ଷ;ଶ 1 ൧ ⋅ ቎
1
0
0
቏ ⟹ 3 = (ଵ𝑙ଷ;ଵ ⋅ 1) + (ଵ𝑙ଷ;ଶ ⋅ 0) + (1 ⋅ 0) ⟹ 3 = ଵ𝑙ଷ;ଵ

𝑎ଷ;ଶ = 7 = ൣ ଵ𝑙ଷ;ଵ(= 3) ଵ𝑙ଷ;ଶ 1 ൧ ⋅ ቎
2

−1
1
቏ ⟹ 7 = (3 ⋅ 2) + [ଵ𝑙ଷ;ଶ ⋅ (−1)] + (1 ⋅ 1) ⟹ 0 = ଵ𝑙ଷ;ଵ

2. krok: 𝑚3;2 = 1 dále upravujeme matici ଵA.

቎
1 0 0
2 1 0
3 0 1

቏ • ቐ ቎
1 2 −2
0 −1 6
0 1 −2

቏ ⋅(1)⌋ ቑ = ቎
1 0 0
2 1 0
3 0 1

቏ • ቐ ቎
1 0 0

ଶ𝑙ଶ;ଵ 1 0
ଶ𝑙ଷ;ଵ ଶ𝑙ଷ;ଶ 1

቏ • ቎
1 2 −2
0 −1 6
0 0 4

቏ ቑ

ଵ𝑎ଶ;ଵ = 0 = [ … ⟹ ଶ𝑙ଶ;ଵ = 0, ଶ𝑙ଷ;ଵ = 0, ଶ𝑙ଷ;ଶ = −1
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቏

Zbývá dopočı́tat prvky ଵ𝑙ଶ;ଵ, ଵ𝑙ଷ;ଵ, ଵ𝑙ଷ;ଶmatice ଵL. Tečkamezi řádkovým vektorem (pro prvek 𝑎ଶ;ଵ vektor
ze 2. řádku matice ଵL) a sloupcovým vektorem (pro prvek 𝑎ଶ;ଵ vektor z 1. sloupce matice ଵA) označuje
skalárnı́ součin těchto vektorů.

𝑎ଶ;ଵ = 2 = ൣ ଵ𝑙ଶ;ଵ 1 0 ൧ ⋅ ቎
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−1
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Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít
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቎
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0 1 −2

቏

Zbývá dopočı́tat prvky ଵ𝑙ଶ;ଵ, ଵ𝑙ଷ;ଵ, ଵ𝑙ଷ;ଶmatice ଵL. Tečkamezi řádkovým vektorem (pro prvek 𝑎ଶ;ଵ vektor
ze 2. řádku matice ଵL) a sloupcovým vektorem (pro prvek 𝑎ଶ;ଵ vektor z 1. sloupce matice ଵA) označuje
skalárnı́ součin těchto vektorů.

𝑎ଶ;ଵ = 2 = ൣ ଵ𝑙ଶ;ଵ 1 0 ൧ ⋅ ቎
1
0
0
቏ ⟹ 2 = (ଵ𝑙ଶ;ଵ ⋅ 1) + (1 ⋅ 0) + (0 ⋅ 0) ⟹ 2 = ଵ𝑙ଶ;ଵ

𝑎ଷ;ଵ = 3 = ൣ ଵ𝑙ଷ;ଵ ଵ𝑙ଷ;ଶ 1 ൧ ⋅ ቎
1
0
0
቏ ⟹ 3 = (ଵ𝑙ଷ;ଵ ⋅ 1) + (ଵ𝑙ଷ;ଶ ⋅ 0) + (1 ⋅ 0) ⟹ 3 = ଵ𝑙ଷ;ଵ

𝑎ଷ;ଶ = 7 = ൣ ଵ𝑙ଷ;ଵ(= 3) ଵ𝑙ଷ;ଶ 1 ൧ ⋅ ቎
2

−1
1
቏ ⟹ 7 = (3 ⋅ 2) + [ଵ𝑙ଷ;ଶ ⋅ (−1)] + (1 ⋅ 1) ⟹ 0 = ଵ𝑙ଷ;ଵ

2. krok: 𝑚3;2 = 1 dále upravujeme matici ଵA.

቎
1 0 0
2 1 0
3 0 1

቏ • ቐ ቎
1 2 −2
0 −1 6
0 1 −2

቏ ⋅(1)⌋ ቑ = ቎
1 0 0
2 1 0
3 0 1

቏ • ቐ ቎
1 0 0

ଶ𝑙ଶ;ଵ 1 0
ଶ𝑙ଷ;ଵ ଶ𝑙ଷ;ଶ 1

቏ • ቎
1 2 −2
0 −1 6
0 0 4

቏ ቑ

ଵ𝑎ଶ;ଵ = 0 = [ … ⟹ ଶ𝑙ଶ;ଵ = 0, ଶ𝑙ଷ;ଵ = 0, ଶ𝑙ଷ;ଶ = −1
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A = ቎
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቏
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቏

Zbývá dopočı́tat prvky ଵ𝑙ଶ;ଵ, ଵ𝑙ଷ;ଵ, ଵ𝑙ଷ;ଶmatice ଵL. Tečkamezi řádkovým vektorem (pro prvek 𝑎ଶ;ଵ vektor
ze 2. řádku matice ଵL) a sloupcovým vektorem (pro prvek 𝑎ଶ;ଵ vektor z 1. sloupce matice ଵA) označuje
skalárnı́ součin těchto vektorů.

𝑎ଶ;ଵ = 2 = ൣ ଵ𝑙ଶ;ଵ 1 0 ൧ ⋅ ቎
1
0
0
቏ ⟹ 2 = (ଵ𝑙ଶ;ଵ ⋅ 1) + (1 ⋅ 0) + (0 ⋅ 0) ⟹ 2 = ଵ𝑙ଶ;ଵ

𝑎ଷ;ଵ = 3 = ൣ ଵ𝑙ଷ;ଵ ଵ𝑙ଷ;ଶ 1 ൧ ⋅ ቎
1
0
0
቏ ⟹ 3 = (ଵ𝑙ଷ;ଵ ⋅ 1) + (ଵ𝑙ଷ;ଶ ⋅ 0) + (1 ⋅ 0) ⟹ 3 = ଵ𝑙ଷ;ଵ

𝑎ଷ;ଶ = 7 = ൣ ଵ𝑙ଷ;ଵ(= 3) ଵ𝑙ଷ;ଶ 1 ൧ ⋅ ቎
2

−1
1
቏ ⟹ 7 = (3 ⋅ 2) + [ଵ𝑙ଷ;ଶ ⋅ (−1)] + (1 ⋅ 1) ⟹ 0 = ଵ𝑙ଷ;ଵ

2. krok: 𝑚3;2 = 1 dále upravujeme matici ଵA.

቎
1 0 0
2 1 0
3 0 1

቏ • ቐ ቎
1 2 −2
0 −1 6
0 1 −2

቏ ⋅(1)⌋ ቑ = ቎
1 0 0
2 1 0
3 0 1

቏ • ቐ ቎
1 0 0

ଶ𝑙ଶ;ଵ 1 0
ଶ𝑙ଷ;ଵ ଶ𝑙ଷ;ଶ 1

቏ • ቎
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𝑎ଶ;ଵ = 2 = ൣ ଵ𝑙ଶ;ଵ 1 0 ൧ ⋅ ቎
1
0
0
቏ ⟹ 2 = (ଵ𝑙ଶ;ଵ ⋅ 1) + (1 ⋅ 0) + (0 ⋅ 0) ⟹ 2 = ଵ𝑙ଶ;ଵ

𝑎ଷ;ଵ = 3 = ൣ ଵ𝑙ଷ;ଵ ଵ𝑙ଷ;ଶ 1 ൧ ⋅ ቎
1
0
0
቏ ⟹ 3 = (ଵ𝑙ଷ;ଵ ⋅ 1) + (ଵ𝑙ଷ;ଶ ⋅ 0) + (1 ⋅ 0) ⟹ 3 = ଵ𝑙ଷ;ଵ

𝑎ଷ;ଶ = 7 = ൣ ଵ𝑙ଷ;ଵ(= 3) ଵ𝑙ଷ;ଶ 1 ൧ ⋅ ቎
2

−1
1
቏ ⟹ 7 = (3 ⋅ 2) + [ଵ𝑙ଷ;ଶ ⋅ (−1)] + (1 ⋅ 1) ⟹ 0 = ଵ𝑙ଷ;ଵ
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2

−1
1
቏ ⟹ 7 = (3 ⋅ 2) + [ଵ𝑙ଷ;ଶ ⋅ (−1)] + (1 ⋅ 1) ⟹ 0 = ଵ𝑙ଷ;ଵ

2. krok: 𝑚3;2 = 1 dále upravujeme matici ଵA.

቎
1 0 0
2 1 0
3 0 1

቏ • ቐ ቎
1 2 −2
0 −1 6
0 1 −2

቏ ⋅(1)⌋ ቑ = ቎
1 0 0
2 1 0
3 0 1

቏ • ቐ ቎
1 0 0

ଶ𝑙ଶ;ଵ 1 0
ଶ𝑙ଷ;ଵ ଶ𝑙ଷ;ଶ 1

቏ • ቎
1 2 −2
0 −1 6
0 0 4

቏ ቑ

ଵ𝑎ଶ;ଵ = 0 = [ … ⟹ ଶ𝑙ଶ;ଵ = 0, ଶ𝑙ଷ;ଵ = 0, ଶ𝑙ଷ;ଶ = −1



Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

A = ቎
1 2 −2
2 3 2
3 7 −8

቏ = ቎
1 0 0
2 1 0
3 0 1

቏ • ቎
1 0 0
0 1 0
0 −1 1

቏
ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

L

• ቎
1 2 −2
0 −1 6
0 0 4

቏
ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

U

Zbývá dopočítat maƟci L:

L = ቎
1 0 0
2 1 0
3 0 1

቏ • ቎
1 0 0
0 1 0
0 −1 1

቏ = ቎
1 0 0
2 1 0
3 −1 1

቏

Pokud plaơ A = L • U počítali jsme správně.

A = ቎
1 2 −2
2 3 2
3 7 −8

቏ = ቎
1 0 0
2 1 0
3 −1 1

቏ • ቎
1 2 −2
0 −1 6
0 0 4

቏

A pokud si uvědomíme, že pro 𝑖 > 𝑗 je 𝑙௜;௝ = −𝑚௜;௝ , můžeme si výpočet zjednodušit!



Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

Přı́klad 1.2. 1. krok (násobı́me 1. řádek matice A): 𝑚2;1 = −3
2 , 𝑚3;1 = −1

2 , 𝑚4;1 = −1
LU–rozklad matice: 2. krok: 𝑚3;2 = −1, 𝑚4;2 = 4 3. krok: 𝑚4;3 = −2
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⎢
⎣
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⌋
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⎨
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Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

Přı́klad 1.2. 1. krok (násobı́me 1. řádek matice A): 𝑚2;1 = −3
2 , 𝑚3;1 = −1

2 , 𝑚4;1 = −1
LU–rozklad matice: 2. krok: 𝑚3;2 = −1, 𝑚4;2 = 4 3. krok: 𝑚4;3 = −2
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Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

Přı́klad 1.2. 1. krok (násobı́me 1. řádek matice A): 𝑚2;1 = −3
2 , 𝑚3;1 = −1

2 , 𝑚4;1 = −1
LU–rozklad matice: 2. krok: 𝑚3;2 = −1, 𝑚4;2 = 4 3. krok: 𝑚4;3 = −2

3

A =
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⎣
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1 1 3 4
2 −1 2 3

⎤
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⎢
⎣
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⎥
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⎥
⎦

=
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⎡
⎢
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⎢
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⎤
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⎥
⎥
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•
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎣
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0 ଵ

ଶ 3 4
0 −2 2 3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
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⌋
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⎢
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⎥
⎥
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⎨
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⎢
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⎥
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⎢
⎢
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⎥
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⎢
⎢
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⎨
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⎢
⎢
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Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

Přı́klad 1.2. 1. krok (násobı́me 1. řádek matice A): 𝑚2;1 = −3
2 , 𝑚3;1 = −1

2 , 𝑚4;1 = −1
LU–rozklad matice: 2. krok: 𝑚3;2 = −1, 𝑚4;2 = 4 3. krok: 𝑚4;3 = −2
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Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

Přı́klad 1.2. 1. krok (násobı́me 1. řádek matice A): 𝑚2;1 = −3
2 , 𝑚3;1 = −1

2 , 𝑚4;1 = −1
LU–rozklad matice: 2. krok: 𝑚3;2 = −1, 𝑚4;2 = 4 3. krok: 𝑚4;3 = −2
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0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 ଶ

ଷ 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0
ଷ
ଶ 1 0 0
ଵ
ଶ 1 1 0
1 −4 ଶ

ଷ 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Opět platı́:
A = L • U
a pro 𝑖 > 𝑗
𝑙௜;௝ = −𝑚௜;௝



Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

2. Algoritmus sestavení LU–rozkladu

1. Postupným přičítáním𝑚–násobků vhodného řádku ke všem řádkům pod ním
převedeme maƟci A na schodovitý tvar ௦A.
Nesmíme zaměňovat řádkymatice A, ani přičítat násobek nějakého řádku k řádku nad ním.

2. Plaơ: U = ௦A.
Pokud jsme i při omezenı́ch stanovených v 1. kroku našli schodovitý tvar ௦A matice A, našli jsme
zároveň matici U.

3. MaƟci L sestavíme z mulƟplikátorů takto:
𝑙௜;௝ = −𝑚௜;௝ (𝑖 > 𝑗); 𝑙௜;௝ = 0 (𝑖 < 𝑗); 𝑙௜;௜ = 1
Do hlavnı́ diagonály dáme JEDNIČKY , nad ni dáme NULY a pod ni dáme jednotlivé multiplikátory
s opačným znaménkem.

Podrobněji viz napřı́klad [5, str. 44] nebo [6, str. 64].

4. Ověříme, že plaơ: A = L • U

5. A co když
se nám v důsledku omezenı́ uvedených v 1. bodě nepodařı́ převést matici A na schodovitý tvar ௦A ?

To je uvedeno napřı́klad v [4, str. 52] nebo zde.



Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

2.1. Sestrojte LU–rozklad (singulární) maƟce
Přı́mým chodem Gaussovy eliminačnı́ metody převedeme matici A na schodovitý tvar.

A = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏
⋅(2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 −4 −20

቏ ⋅(4)⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏
ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

U

1. krok: 𝑚ଶ;ଵ = 2, 𝑚ଷ;ଵ = −3 2. krok: 𝑚ଷ;ଶ = 4

L = ቎
1 0 0

−𝑚ଶ;ଵ 1 0
−𝑚ଷ;ଵ −𝑚ଷ;ଶ 1

቏ = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏

Ověřenı́ správnosti výpočtu:

L • U = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏ • ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏ = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏ = A



Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

2.1. Sestrojte LU–rozklad (singulární) maƟce
Přı́mým chodem Gaussovy eliminačnı́ metody převedeme matici A na schodovitý tvar.

A = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏
⋅(2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 −4 −20

቏ ⋅(4)⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏
ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

U

1. krok: 𝑚ଶ;ଵ = 2, 𝑚ଷ;ଵ = −3 2. krok: 𝑚ଷ;ଶ = 4

L = ቎
1 0 0

−𝑚ଶ;ଵ 1 0
−𝑚ଷ;ଵ −𝑚ଷ;ଶ 1

቏ = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏

Ověřenı́ správnosti výpočtu:

L • U = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏ • ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏ = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏ = A



Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

2.1. Sestrojte LU–rozklad (singulární) maƟce
Přı́mým chodem Gaussovy eliminačnı́ metody převedeme matici A na schodovitý tvar.

A = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏
⋅(2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 −4 −20

቏ ⋅(4)⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏
ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

U

1. krok: 𝑚ଶ;ଵ = 2, 𝑚ଷ;ଵ = −3 2. krok: 𝑚ଷ;ଶ = 4

L = ቎
1 0 0

−𝑚ଶ;ଵ 1 0
−𝑚ଷ;ଵ −𝑚ଷ;ଶ 1

቏ = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏

Ověřenı́ správnosti výpočtu:

L • U = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏ • ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏ = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏ = A



Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

2.1. Sestrojte LU–rozklad (singulární) maƟce
Přı́mým chodem Gaussovy eliminačnı́ metody převedeme matici A na schodovitý tvar.

A = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏
⋅(2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 −4 −20

቏ ⋅(4)⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏
ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

U

1. krok: 𝑚ଶ;ଵ = 2, 𝑚ଷ;ଵ = −3 2. krok: 𝑚ଷ;ଶ = 4

L = ቎
1 0 0

−𝑚ଶ;ଵ 1 0
−𝑚ଷ;ଵ −𝑚ଷ;ଶ 1

቏ = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏

Ověřenı́ správnosti výpočtu:

L • U = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏ • ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏ = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏ = A



Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

2.1. Sestrojte LU–rozklad (singulární) maƟce
Přı́mým chodem Gaussovy eliminačnı́ metody převedeme matici A na schodovitý tvar.

A = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏
⋅(2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 −4 −20

቏ ⋅(4)⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏
ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

U

1. krok: 𝑚ଶ;ଵ = 2, 𝑚ଷ;ଵ = −3 2. krok: 𝑚ଷ;ଶ = 4

L = ቎
1 0 0

−𝑚ଶ;ଵ 1 0
−𝑚ଷ;ଵ −𝑚ଷ;ଶ 1

቏ = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏

Ověřenı́ správnosti výpočtu:

L • U = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏ • ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏ = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏ = A



Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

2.1. Sestrojte LU–rozklad (singulární) maƟce
Přı́mým chodem Gaussovy eliminačnı́ metody převedeme matici A na schodovitý tvar.

A = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏
⋅(2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 −4 −20

቏ ⋅(4)⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏
ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

U

1. krok: 𝑚ଶ;ଵ = 2, 𝑚ଷ;ଵ = −3 2. krok: 𝑚ଷ;ଶ = 4

L = ቎
1 0 0

−𝑚ଶ;ଵ 1 0
−𝑚ଷ;ଵ −𝑚ଷ;ଶ 1

቏ = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏

Ověřenı́ správnosti výpočtu:

L • U = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏ • ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏ = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏ = A



Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

2.1. Sestrojte LU–rozklad (singulární) maƟce
Přı́mým chodem Gaussovy eliminačnı́ metody převedeme matici A na schodovitý tvar.

A = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏
⋅(2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 −4 −20

቏ ⋅(4)⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏
ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

U

1. krok: 𝑚ଶ;ଵ = 2, 𝑚ଷ;ଵ = −3 2. krok: 𝑚ଷ;ଶ = 4

L = ቎
1 0 0

−𝑚ଶ;ଵ 1 0
−𝑚ଷ;ଵ −𝑚ଷ;ଶ 1

቏ = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏

Ověřenı́ správnosti výpočtu:

L • U = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏ • ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏ = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏ = A



Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

2.1. Sestrojte LU–rozklad (singulární) maƟce
Přı́mým chodem Gaussovy eliminačnı́ metody převedeme matici A na schodovitý tvar.

A = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏
⋅(2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 −4 −20

቏ ⋅(4)⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏
ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

U

1. krok: 𝑚ଶ;ଵ = 2, 𝑚ଷ;ଵ = −3 2. krok: 𝑚ଷ;ଶ = 4

L = ቎
1 0 0

−𝑚ଶ;ଵ 1 0
−𝑚ଷ;ଵ −𝑚ଷ;ଶ 1

቏ = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏

Ověřenı́ správnosti výpočtu:

L • U = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏ • ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏ = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏ = A



Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

2.1. Sestrojte LU–rozklad (singulární) maƟce
Přı́mým chodem Gaussovy eliminačnı́ metody převedeme matici A na schodovitý tvar.

A = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏
⋅(2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 −4 −20

቏ ⋅(4)⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏
ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

U

1. krok: 𝑚ଶ;ଵ = 2, 𝑚ଷ;ଵ = −3 2. krok: 𝑚ଷ;ଶ = 4

L = ቎
1 0 0

−𝑚ଶ;ଵ 1 0
−𝑚ଷ;ଵ −𝑚ଷ;ଶ 1

቏ = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏

Ověřenı́ správnosti výpočtu:

L • U = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏ • ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏ = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏ = A



Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

2.1. Sestrojte LU–rozklad (singulární) maƟce
Přı́mým chodem Gaussovy eliminačnı́ metody převedeme matici A na schodovitý tvar.

A = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏
⋅(2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 −4 −20

቏ ⋅(4)⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏
ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

U

1. krok: 𝑚ଶ;ଵ = 2, 𝑚ଷ;ଵ = −3 2. krok: 𝑚ଷ;ଶ = 4

L = ቎
1 0 0

−𝑚ଶ;ଵ 1 0
−𝑚ଷ;ଵ −𝑚ଷ;ଶ 1

቏ = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏

Ověřenı́ správnosti výpočtu:

L • U = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏ • ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏ = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏ = A



Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

2.1. Sestrojte LU–rozklad (singulární) maƟce
Přı́mým chodem Gaussovy eliminačnı́ metody převedeme matici A na schodovitý tvar.

A = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏
⋅(2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 −4 −20

቏ ⋅(4)⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏
ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

U

1. krok: 𝑚ଶ;ଵ = 2, 𝑚ଷ;ଵ = −3 2. krok: 𝑚ଷ;ଶ = 4

L = ቎
1 0 0

−𝑚ଶ;ଵ 1 0
−𝑚ଷ;ଵ −𝑚ଷ;ଶ 1

቏ = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏

Ověřenı́ správnosti výpočtu:

L • U = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏ • ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏ = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏ = A



Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

2.1. Sestrojte LU–rozklad (singulární) maƟce
Přı́mým chodem Gaussovy eliminačnı́ metody převedeme matici A na schodovitý tvar.

A = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏
⋅(2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 −4 −20

቏ ⋅(4)⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏
ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

U

1. krok: 𝑚ଶ;ଵ = 2, 𝑚ଷ;ଵ = −3 2. krok: 𝑚ଷ;ଶ = 4

L = ቎
1 0 0

−𝑚ଶ;ଵ 1 0
−𝑚ଷ;ଵ −𝑚ଷ;ଶ 1

቏ = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏

Ověřenı́ správnosti výpočtu:

L • U = ቎
1 0 0

−2 1 0
3 −4 1

቏ • ቎
2 3 4
0 1 5
0 0 0

቏ = ቎
2 3 4

−4 −5 −3
6 5 −8

቏ = A
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2.2. Sestrojte LU–rozklad maƟce
Přı́mým chodem Gaussovy eliminačnı́ metody převedeme matici A na schodovitý tvar.

A = ቎
1 2 3
2 8 11
3 6 15

቏
⋅(−2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
1 2 3
0 4 5
0 0 6

቏
ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

U

⋅(0)⌋

1. krok: 𝑚ଶ;ଵ = −2, 𝑚ଷ;ଵ = −3 2. krok je zbytečný, protože již máme schodovitý tvar matice A.
𝑚ଷ;ଶ = 0

L = ቎
1 0 0

−𝑚ଶ;ଵ 1 0
−𝑚ଷ;ଵ −𝑚ଷ;ଶ 1

቏ = ቎
1 0 0
2 1 0
3 𝑙ଷ;ଶ 1

቏

Prvek 𝑙3;2 dopočı́táme na základě deϐinice: A = L • U

቎
1 2 3
2 8 11
3 6 15

቏ = ቎
1 0 0
2 1 0
3 𝑙ଷ;ଶ 1

቏ • ቎
1 2 3
0 4 5
0 0 6

቏

A stejně jako v prvnı́ch dvou přı́kladech: 𝑎ଷ;ଶ = 6 = ൣ 3 𝑙ଷ;ଶ 1 ൧ ⋅ ቎
2
4
0
቏

⟹ 6 = (3 ⋅ 2) + (𝑙ଷ;ଶ ⋅ 4) + (1 ⋅ 0) ⟹ 0 = 𝑙ଷ;ଶ ⟹ 𝑚ଷ;ଶ = 0



Definice LU–rozkladu 3×3 4×4 Algoritmus sestavení LU–rozkladu: singulární maƟce, nulový mulƟplikátor, permutační maƟce
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2.2. Sestrojte LU–rozklad maƟce
Přı́mým chodem Gaussovy eliminačnı́ metody převedeme matici A na schodovitý tvar.

A = ቎
1 2 3
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2.2. Sestrojte LU–rozklad maƟce
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ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

U

⋅(0)⌋
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቏

Prvek 𝑙3;2 dopočı́táme na základě deϐinice: A = L • U

቎
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2
4
0
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2.3. Sestrojte LU–rozklad maƟce
Přı́mým chodem Gaussovy eliminačnı́ metody zkusı́me matici A převést na schodovitý tvar.

A = ቎
2 3 4

−4 −6 −3
6 6 6

቏
⋅(2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 0 5
0 −3 −6

቏ ⟩ zaměnit řádky

Vidı́me, že bez vzájemné záměny 2. a 3. řádku v matici ଵA , nebo bez přičtenı́ 3. řádku ke 2. řádku,
nebo bez záměny 2. a 3. sloupce, schodovitého tvaru nedosáhneme!
Tyto operace se ale při LU–rozkladu nesmí použít.

V takovém případě hledáme tři maƟce, pro které plaơ: P • A = L • U
kde součin P •A má v našem přı́padě stejný výsledek, jako záměna 2. a 3. řádku v původnı́ matici A.
Tedy

P • A = ቎
1 0 0
0 0 1
0 1 0

቏ • ቎
2 3 4

−4 −6 −3
6 6 6

቏ = ቎
2 3 4
6 6 6

−4 −6 −3
቏ = ቎

2 3 4
−4 −6 −3
6 6 6

቏ ⟩ zaměnit řádky

Matici P = ቎
1 0 0
0 0 1
0 1 0

቏ (nazývanou permutační matice) dostaneme z jednotkové matice E,

na kterou aplikujeme stejnou úpravu, jako na matici A. Tedy: ቎
1 0 0
0 1 0
0 0 1

቏ ⟩ zaměnit řádky
Zbývá najı́t LU–rozklad matice P • A .

https://cs.wikipedia.org/wiki/LU_rozklad
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na kterou aplikujeme stejnou úpravu, jako na matici A. Tedy: ቎
1 0 0
0 1 0
0 0 1
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A = ቎
2 3 4

−4 −6 −3
6 6 6

቏
⋅(2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
2 3 4
0 0 5
0 −3 −6
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Tyto operace se ale při LU–rozkladu nesmí použít.

V takovém případě hledáme tři maƟce, pro které plaơ: P • A = L • U
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቏ (nazývanou permutační matice) dostaneme z jednotkové matice E,
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Přı́mým chodem Gaussovy eliminačnı́ metody zkusı́me matici P • A převést na schodovitý tvar.
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1 0 0

−𝑚ଶ;ଵ 1 0
−𝑚ଷ;ଵ −𝑚ଷ;ଶ 1

቏ = ቎
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1 0 0
3 1 0

−2 0 1
቏

Zbývá ověřit: P • A = L • U

቎
1 0 0
0 0 1
0 1 0

቏ • ቎
2 3 4

−4 −6 −3
6 6 6

቏ = ቎
1 0 0
3 1 0

−2 0 1
቏ • ቎

2 3 4
0 −3 −6
0 0 5

቏

቎
2 3 4
6 6 6

−4 −6 −3
቏ = ቎

2 3 4
6 6 6

−4 −6 −3
቏
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