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1. SLAR — Systémy linearnich algebraickych rovnic
Mame tesit (najit koreny) nasledujici systém rovnic:

al;l'x1+ al;z 'XZ + ... + al;n 'xn = bl
az;l'x1+ (12'.2 'Xz + ... + az;n 'xn == b2

A1 X1+ QX2 + o + Qg - X = by

Soustavu miizeme pomoci matic zapsat nasledovné A e X =B:

X
Ai;n Qg - Qg = by
x
Az Az - Agn | 72| | D2
Am;1 OGm2 - Amin Xn bm
A s B
Matici nazyvame
. ai.q4 Qg9 o Qg b
A matice soustavy al'l a1,2 al'" bl
[A|B] rozsifend matice soustavy , kde: [A|B] =| "1 &2 TZno T2
X matice nezndmych Ami1 Az Qmn | D

B matice pravych stran
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iteracni met. konvergence it.m. Cramerovo pravidlo

SLAR GEM ¢ oo s cdst. VHP s VHP  pomoci inv. matice  pomoci LU-rozkladu

2. Reseni SLAR Gaussovou eliminaéni metodou (GEM)

x+2y+3z= 6
2x+3y+ z=-1

Postup 3x+ y+2z= 7
Piimy chod: Co nejjednodussim zpiisobem pirevedeme rozsirenou matici soustavy na schodovity tvar.

1 2 3| 6 ](_2) ‘(—=3) 1 2 3 6 1 2 3 6
2 3 1|-1 | ~({0 -1 -5|-13| «(-5~|0 -1 -5|-13
3 1 2| 7 0 -5 -7|-11 J 0 0 18| 54
Hodnosti: h(A) = 3 = h(A|B) = poCet neznamych =

Zpétny chod: Hleddame koteny nasledujici soustavy rovnic.

soustava md jediné reseni!

18z = 54
-y— 5z =-13
x+2y+ 3z= 6

b4 7 7 54
Postupné dostdvame: z = i 3

y=13-5z=13-5-3 =2
X=6-2y—32z=6-2-(-2)—3-3=1
Reseni:
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2.1. GEM — systém nema resSeni

x+ y+3z=1

2x+ y+4z =1

x+2y+5z=1
Postup

Primy chod: Co nejjednodussim zptisobem prevedeme rozsirenou matici soustavy na schodovity tvar.

1 131]42¢D [1 1 3|1 1 1 3] 1
2 1 4|1 | ~|0 1 2 -1~ 0 -1 =201
12 5|1 0 1 2| 0 0 0 0|-1

Hodnosti: h(A) =2 +# 3 = h(A|B) = soustava nemd reseni!
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2.2. GEM — systém ma nekonecné mnoho reseni

x+ y+3z=1
2x+ y+4z =1
Postup x+2y+5z =2

Primy chod: Co nejjednodussim zpiisobem pirevedeme rozsifenou matici soustavy na schodovity tvar.

1 131]4-2¢D [1 1 3|1 1 1 3] 1
2 1 4|1 | ~|0 -1 2 -1~ 0 -1 =21
12 5|2 0 1 2| 1 0 0 0| O

Hodnosti: h(A) = 2 = h(A|B) # poCet nezndmych = soustava md nekonecné mnoho reseni!
Zpétny chod: Hledame koieny nasledujici soustavy rovnic.

—y—2z =-1
x+y+3z =1

V prvni rovnici si mizeme za libovolnou neznadmou zvolit libovolny parametr.
Volime z = p a postupné dostavame:
y=1-2z=1-2p
x=1-y—-3z=1-(1-2p)—3p=-p
Reseni:
-p
=|1-2p kde p € R jelibovolné.
p

>
Il
N < R
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2.3. GEM s (castecnym) vybérem hlavniho prvku (VHP)

x+2y+3z=-2

2x+3y+ z= 0

Postup: 3x+ y+2z=—-4
Piimy chod: Pred prevodem rozsirené matice soustavy na schodovity tvar provedeme nasledujici:

V kroku k hledame ve sloupci k radek p, p > ktakové, ze |a,.,| = max{|a;|;i = k}. Pokud jej
nalezneme, prohodime radky p a k.

2 1 3 1 2| —4 3 1 2| —4
1 2 3|-2 gl 42| =4 j(_E) (=3) . 7 1| s ) o7 1 8
2 3 1 01)~12 3 1 0 | ~ 3 3 3 j(—;) s 3 3 3
3 1 2|-4 1 2 3|2 g 2 Z|_Z g @ 2B 1B
3 3 3
Zpétny chod: Hleddame koreny nasledujici soustavy rovnic.
18 18 7
—.z=—%= |-=
7 7 18
L B = 1
3 YT 327 3 | 3
3x+ y+ 2z= —4
Postupné dostavame: z=-1; 7y=8+z=y=1; 3x=—4—-y—-2z=>x=-1
Reseni:
x -1
X=\|y|l=| 1
z -1

Obsah Jdinastranu |4 4 D D 4 & Celdobr/Okno Zavrit



SLAR GEM ¢ oo s cdst. VHP s VHP  pomoci inv. matice pomoci LU-rozkladu iteracni met. konvergence it.m. Cramerovo pravidlo

2.4. GEM s (aplnym) VHP

8x— y—2z= 0
—x+7y— z=10
Postup: —2x— y+9z =23
Pirimy chod: Pred prevodem rozsirené matice soustavy na schodovity tvar provedeme nasledujici:
V prvnim kroku hleddme v matici soustavy prvek s maximalni absolutni hodnotou  |a,,.| = max{|a;,;|;
kdei = 1..m;j = 1..n}. Pokud jej nalezneme, prohodime prvni radek s fadkem p a prvni sloupec
se sloupcem k, aby se prvek s nejvétsi absolutni hodnotou dostal na pozici a;.;.

z Yy Lo -1 -2 | 23
8 -1 —2| 0 2 —1 923 9 2l 223 22 TN
~1 7—110>~—1 7—110~ 7—110J ~[0 = 5 .
-2 -1 923 8 —1 -2 0 I 0 229 4472 | 4640
9 9 9

Vkroku k v maticisoustavy vynechame prvniaz k —1 radekaprvniaz k—1 sloupec (dalejsou
znaceny zelené) a ve zbytku opét hledame prvek s nejvétsi absolutni hodnotou  |a,.,| = max{|a;;l;
kde i = k ..m; j = k ...n}. Pokud jej nalezneme, prohodime ... na pozici ay.y.

— z X y

9 -1 -2 23 9 —1 -2 23 9 -2 -1 23 9 -2 -1 23
0 62 -11 | 113 _lo -11 68 | 46 _lo 68 11| 46 | 11 _lo 68 -11 46
9 9 9 ) 9 9 9 9 9 9 | |68 9 9 9

o 11 68 | 26 o % 11|13 o 1t 62 |13 0o o X995 |81%
9 9 9 9 9 9 9 9 9 612 | 612
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Zpétny chod: Hledame koteny nasledujici soustavy rovnic.

4095 8190 | 612
612 T 612 4095
68 11 46 | 1
9 s Y= 9
9z— 2x- y = 23

Postupné dostavame: y = 2; 68x =46+11y = x =1; 9z=234+2x+y=2=3

Reseni:

S
Il
N R
Il
W N =
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3. Reseni SLAR pomoci inverzni matice soustavy

AeX .
A ledeX=A4"'eB x+2y+3z =4 Ipvell‘zmmatlce
EonA_loB 2x+3y+ z=26 existuje pouze pro
P 3x+ y+2z =2 regularni matici 4

, e s a—1 o7 7 , .
Inverzni matici A~ sestrojime pomoci jednotkové matice E

1 2 3/1 0 o0 ](—2)-(—3) 1 2 3/ 1 0 o0
2 3 1/0 1 0 | ~l0 -1 =5|-2 1 0](-1) ~
3 1 2/0 0 1 0 -5 -7|-3 0 1
1 2 3/ 1 0 0 1 2 3/1 0 o0
~l0 1 5| 2 -1 oj(5)~0152—10 ~
0 -5 -7/-3 0 1 0 0 18|7 -5 1|:(18)
3 15 3
1 2 31 0 0 | I 2 0l-% % "1 ]
- 5/ 2 -1 0 ~lo 1 o L2 L _35 (=2) ~
7 5 1 ] 18 18 18
0 115 % %I EDED o 0o 1] 2 2 L
18 18 18
5 1 7 —544+1-6+7-2
0 0% & 1s . -5 1 7 4 — 0
1 7 5 1447 6+ 5.2
0| = = == X=—|1 7 —5]e| 6 AT =] 2
0 7 _i i 7 _5 1 2 —54—+16+72 0
18 18 18
A—l
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4. Reseni SLAR pomoci LU-rozkladu matice soustavy

x+2y+3z= 6 LU-rozklad lze
2x+3y+ z=-1 jen pro ctvercové
3x+ y+2z= 7 matice soustavy
Postup (A = L « U): AeX=B
a
o _ . LeUeX=B " “ LeY=B
Ozna¢ime Y = |(f|. Pak: 5 a reSime dvé soustavy UeX=Y
4 L-Y=B
1. Nalezeni LU-rozkladu.
1 2 3 j(—Z)-(—S) 1 2 3 1 2 3 1 0 0
2 3 1 | ~10 =1 -5 ](—5)~ 0 -1 -5 L=|2 1 0
3 1 2 0 -5 -7 0O 0 18 3 51
U
2. VyreSeni obou soustav.
1 0 O a 6 a = 6 a= 6 6
2 1 0fe|B|=|"-1|= 2a+p =-1 p=-13 = Y=|-13
3 51 y 7 3a+5+y= 7 y= 54 54
1 2 3 x 6 x+2y+3z= 6 x= 1 1
0 -1 =5|e|y|[=]|-13]= —y—5z=-13 y=— Reseni: X =|-2
0 0 18 z 54 18z= 54 z= 3 3
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iteracni met. konvergence it.m. Cramerovo pravidlo

4.1. Priklad se stejnou matici soustavy

x+2y+3z =-2
2x+3y+ z= 0

LU-rozklad lze
jen pro ¢tvercové

3x+ y+2z =—-4 matice soustavy
Postup (A = L « U): AeX=B
a
o _ . LeUeX=B vy “ LeY=B
Ozna¢ime Y = |f Pak: 5 a reSime dvé soustavy UeX=Y
4 LeY=B
1. Nalezeni LU-rozkladu.
1 2 3 ](—2) ‘(—=3) 1 2 3 1 2 3 1 0 0
2 3 1 | ~10 =1 -5 ](—5)~0 =il =5 L=]2 1 0
3 1 2 0 =5 -7 0 O 18 3 51
U
2. VyreSeni obou soustav.
1 0 0| [a -2 a =-2 a= -2 —2]
2 1 O0fe|f|=| O|= 2a+p = 0 = 4 = Y= 4
3 51 y —4 3a+5+y=—-4 y =—18 —18
2 3 X xX+2y+3z= -2 x=-1 -1
—1 —5|e|y = —y—5z= 4 = Reseni: X=| 1
0 18 z —18 18z=-18 z=-1 -1
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4.2. Dalsi priklad se stejnou matici soustavy

x+2y+3z =4 LU-rozklad lze
2x+3y+ z=6 jen pro ¢tvercové
3x+ y+2z=2 matice soustavy
Postup (A = L « U): AeX=B
“r _ . LeUeX=B vy « LeY=B
Ozna¢ime Y = |(B|. Pak: 5 a reSime dvé soustavy UeX=Y
4 L-Y=B
1. Nalezeni LU-rozkladu.
1 2 3 ](—2)-(—3) 1 2 3 1 2 3 1 0 0
2 3 1 | ~10 -1 -5 ](—5)~ 0 -1 -5 L=]2 1 0
3 1 2 0 -5 -7 0 O 18 3 51
U
2. VyreSeni obou soustav.
1 0 O a 4 a =4 a= 4 4
2 1 0fe|B|=]|6]= 2a+p =6 f=-2 = Y=|-2
3 51 y 2 3a+5+y=2 y= 0 0
1 2 3 X 4 x+2y+3z= 4 x=20 0
0 -1 =5|e|yl=]|-2]|= —y—5z=-2 y=2 Reseni: X =2
0 O 18 z 0 18z= 0 z=0 0
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iteracni met. konvergence it.m. Cramerovo pravidlo

5. Iteracni metody feseni systému linearnich algebraickych rovnic

Nejprve soustavu

i+1 i

ai;1 Qi b1 X1 0 ¢ Cin| |%*1 by
i+1 i

a,, a X Cy. 0 Cy. X b

21 Qa2 : upravime 2 | _|C2n zn | | %2] 4 | P2
l+1 i

an;l an ;2 Xn Cn;l Cn'2 0 Xn bn

a potom za xi, .

, x4 zvolime libovolna ¢isla (jako pocate¢ni aproximaci) a jejich postupnym dosazo-

vanim do napravo uvedené soustavy rovnic spoéitame xi*?, .., xitL,
- < o . 1 2 0
Priklad Reste soustavu rovnic X = +§y+§z+ 3
8x— y—-2z= 0
) 1 1 10
—x+7y— z=10 1. Soustavu upravime: Yy ==X +—z+—
—2x— y+9z =123 7 7 J
2 N 1 +23
9" "9 9

2. Zvolime pocateéni aproximaci, napiiklad: x°=0;y°=0;z°=0

3. Dosazujeme (budeme zaokrouhlovat na tfi desetinna mista):

JACOBIHO metoda

GAUSSOVA-SEIDELOVA metoda

1'=0,125y° 4+ 0,2502° =0 1=0,125y° + 0,2502° =0
yl =0,143x°% + 0,1432° + 1,429 = 1,429 yl =0,143x* + 0,1432° + 1,429 = 1,429
1'=0,222x%° + 0,111y° + 2,556 = 2,556 z1 =0,222x* 4+ 0,111y + 2,556 = 2,715
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Postupnou aproximaci reseni systému

miiZeme zapisovat do nasledujici tabulky:

Jacobiho metoda

X

0
0
0,818
0,903
0,976
0,990

y

0

1,429
1,795
1,934
1,978
1,993

VA

0

2,556
2,715
2,937
2,971
2,992

xX= 0,125y + 0,250z

y=0,143x
z=0,222x+ 0,111y

iteracni met. konvergence it.m. Cramerovo pravidlo

+ 0,143z + 1,429

+ 2,556

Gaussova-Seidelova m.

X

0
0
0,857
0,983
0,998
1,000

y

0

1,429
1,940
1,993
2,000
2,001

VA

0

2,715
2,962
2,995
3,000
3,000

Aproximace kotreni konverguji k presnému reseni, které v tomto pripadéje x =1;y =2;z = 3.
Zteorie vime (napftiklad [3, str. 39] nebo [ 2, str. 40]), Ze obé tyto metody konverguiji, je-li splnéna alespon
jedna z nasledujicich podminek:

1. soucty absolutnich hodnot prvki v kazdém radku upravené matice C jsou mensi jak 1.
Pak je splnéna tzv. rddkovd norma a ptivodni matice 4 je ostre diagonalné dominantni.

2. soucty absolutnich hodnot prvkl v kazdém sloupci upravené matice € jsou mensi jak 1.
Pak je splnéna tzv. sloupcovd norma.

3. ) Cl-zj <1 tedy: \/0,1252 + 0,252 + 0,143%2 + 0,143%2 + 0,222%2 + 0,111%2 = 0,425
\’Vi;j '

a nas systém spliiuje tzv. euklidovskou normu.
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Priklad Itera¢ni metodou reste soustavu rovnic

7x+8y+7z=22 |.(— .
9x+9y-3z= 3 |1 |.0 |.(—1)
8x—2y+8z=14 |.1

1. Nejprve soustavu upravime

—1.(i) + 1.(ii)) + 1.(iii) = 10x -y —2z=-5 = X = 0,1y+0,2z-0,5
1.(i) + 0.(i)) — 1.(iii) =» —x+10y —z= 8 = y=01x +0,1z+0,8
1.(i) — 1.(i)) + 0.(iii) = —-2x —y+10z= 19 = z=02x+0,1y +1,9

Ovéreni, Ze plati alespon jedna z nasledujicich podminek konvergence:

n=0+01+02=0,3
Radkovd norma 7, =0,1+0+0,1=0,2 n<1l Vi=123
3=02+01+0=0,3

s5;=0+01+02=0,3
Sloupcova norma s, =0,1+0+0,1=0,2 ;<1 VvVi=1,23
s3=024+01+0=0,3

Euklidovska norma \/02 + 0,124+ 0,224+ 0,124+ 02+ 0,12 + 0,22 + 0,12 + 02 =+0,12 = 0,346 < 1

2. Zvolime pocateéni aproximaci, napiiklad: x°=0;y°=0;2z°=0
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x= 0,1y+0,2z-0,5
3. Postupnou aproximaci reseni systému y=0,1x +01z+0,8
z=02x+0,1y +1,9

miiZeme zapisovat do nasledujici tabulky, kde vypocty budeme zaokrouhlovat na tfi desetinna mista:

Jacobiho metoda Gaussova-Seidelova m.
x y z x y z
0 0 0 0 0 0
-0,5 0,8 1,9 -0,5 0,75 1,875
-0, 04 0,94 1,88 —-0,05 0,983 1,988
—-0,03 0,984 1,986 -0,004 0,998 1,999
-0,004 0,996 1,992 0 1 2
-0,002 0,999 1,999 0 1 2
0,000 1 1,999
0,000 1 2,000
0,000 1 2,000
x=0
Aproximace kotentll v obou ptipadech konverguji k presnému resSeni, které v tomto pripadé je y=1
z=2

jak si ukaZeme dale.
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6. Cramerovo pravidlo

miliZeme pouzit, pouze je-li matice soustavy reguldrni (tj. ¢tvercova matice s determinantem rtznym
od nuly). Potom ma tato soustava pravé jedno reSeni, které l1ze psat ve tvaru (napt. [4, str. 181])

kde D je determinant matice soustavy a D; jsou determinanty matice, ktera vzniknou z matice
soustavy tak, Ze v ni sloupec i nahradime sloupcem pravych stran soustavy.

Priklad Cramerovym pravidlem reSte soustavu rovnic

7x+8y+7z =22
9x+9y—-3z= 3
8x—2y+8z=14

Podle vySe uvedeného vzorce plati:

22 8 7 7 22 7 7 8 22
3 9 -3 9 3 -3 9 9 3
14 -2 8 0 8 14 8 —936 8 -2 14 —1872
X = — — 0 y — — — 7z = — —
7 8 7 —936 7 8 7 —936 7 7 —936
9 9 -3 9 9 -3 9 9 -3
8 -2 8 8 -2 8 8 -2 8
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