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Pro listovánı́ dokumentem NEpoužıv́ejte kolečko myši,
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1. SLAR — Systémy lineárních algebraických rovnic
Máme řešit (najít kořeny) následujı́cı́ systém rovnic:

𝑎ଵ;ଵ ⋅𝑥ଵ+ 𝑎ଵ;ଶ ⋅ 𝑥ଶ + … + 𝑎ଵ;௡ ⋅ 𝑥௡ = 𝑏ଵ
𝑎ଶ;ଵ ⋅𝑥ଵ+ 𝑎ଶ;ଶ ⋅ 𝑥ଶ + … + 𝑎ଶ;௡ ⋅ 𝑥௡ = 𝑏ଶ

⋮
𝑎௠;ଵ ⋅𝑥ଵ+ 𝑎௠;ଶ ⋅ 𝑥ଶ + … + 𝑎௠;௡ ⋅ 𝑥௡ = 𝑏௠

Soustavu můžeme pomocı́ matic zapsat následovně A • X = B:

൦
𝑎ଵ;ଵ 𝑎ଵ;ଶ … 𝑎ଵ;௡
𝑎ଶ;ଵ 𝑎ଶ;ଶ … 𝑎ଶ;௡
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎௠;ଵ 𝑎௠;ଶ … 𝑎௠;௡

൪

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
஺

•
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥ଵ
𝑥ଶ
⋮
𝑥௡

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦ถ

௑

= ൦
𝑏ଵ
𝑏ଶ
⋮
𝑏௠

൪

ถ
஻

Matici nazýváme
A matice soustavy

[𝐴|𝐵] rozšířenámatice soustavy
X matice neznámých
B matice pravých stran

, kde: [A | B] = ൦
𝑎ଵ;ଵ 𝑎ଵ;ଶ … 𝑎ଵ;௡ 𝑏ଵ
𝑎ଶ;ଵ 𝑎ଶ;ଶ … 𝑎ଶ;௡ 𝑏ଶ
⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮

𝑎௠;ଵ 𝑎௠;ଶ … 𝑎௠;௡ 𝑏௠
൪
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2. Řešení SLAR Gaussovou eliminační metodou (GEM)

𝑥 + 2𝑦 + 3 𝑧 = 6
2𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = −1
3𝑥 + 𝑦 + 2 𝑧 = 7Postup

Přímý chod: Co nejjednoduššı́m způsobempřevedeme rozšı́řenoumatici soustavy na schodovitý tvar.

቎
1 2 3 6
2 3 1 −1
3 1 2 7

቏
⋅(−2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
1 2 3 6
0 −1 −5 −13
0 −5 −7 −11

቏ ⋅(−5)⌋ ∼ ቎
1 2 3 6
0 −1 −5 −13
0 0 18 54

቏

Hodnosti: ℎ(𝐴) = 3 = ℎ(𝐴|𝐵) = počet neznámých ⟹ soustavamá jediné řešení!
Zpětný chod: Hledáme kořeny následujı́cı́ soustavy rovnic.

18 𝑧 = 54
−𝑦 − 5 𝑧 = −13

𝑥 + 2𝑦 + 3 𝑧 = 6

Postupně dostáváme: 𝑧 = ହସ
ଵ଼ = 3

𝑦 = 13 − 5 𝑧 = 13 − 5 ⋅ 3 = −2
𝑥 = 6 − 2𝑦 − 3 𝑧 = 6 − 2 ⋅ (−2) − 3 ⋅ 3 = 1

Řešení:

X = ቎
𝑥
𝑦
𝑧
቏ = ቎

1
−2
3
቏
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2.1. GEM— systém nemá řešení

𝑥 + 𝑦 + 3 𝑧 = 1
2𝑥 + 𝑦 + 4 𝑧 = 1
𝑥 + 2𝑦 + 5 𝑧 = 1

Postup
Přímý chod: Co nejjednoduššı́m způsobempřevedeme rozšı́řenoumatici soustavy na schodovitý tvar.

቎
1 1 3 1
2 1 4 1
1 2 5 1

቏
⋅(−2) ⋅(−1)⌋

⌋ ∼ ቎
1 1 3 1
0 −1 −2 −1
0 1 2 0

቏ ⋅(1)⌋ ∼ ቎
1 1 3 1
0 −1 −2 −1
0 0 0 −1

቏

Hodnosti: ℎ(𝐴) = 2 ≠ 3 = ℎ(𝐴|𝐵) ⟹ soustava nemá řešení!
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2.2. GEM— systém má nekonečně mnoho řešení

𝑥 + 𝑦 + 3 𝑧 = 1
2𝑥 + 𝑦 + 4 𝑧 = 1
𝑥 + 2𝑦 + 5 𝑧 = 2Postup

Přímý chod: Co nejjednoduššı́m způsobempřevedeme rozšı́řenoumatici soustavy na schodovitý tvar.

቎
1 1 3 1
2 1 4 1
1 2 5 2

቏
⋅(−2) ⋅(−1)⌋

⌋ ∼ ቎
1 1 3 1
0 −1 −2 −1
0 1 2 1

቏ ⋅(1)⌋ ∼ ቎
1 1 3 1
0 −1 −2 −1
0 0 0 0

቏

Hodnosti: ℎ(𝐴) = 2 = ℎ(𝐴|𝐵) ≠ počet neznámých ⟹ soustavamá nekonečně mnoho řešení!
Zpětný chod: Hledáme kořeny následujı́cı́ soustavy rovnic.

−𝑦 −2𝑧 = −1
𝑥 +𝑦 +3 𝑧 = 1

V prvnı́ rovnici si můžeme za libovolnou neznámou zvolit libovolný parametr.
Volı́me 𝑧 = 𝑝 a postupně dostáváme:

𝑦 = 1 − 2 𝑧 = 1 − 2𝑝
𝑥 = 1 − 𝑦 − 3 𝑧 = 1 − (1 − 2𝑝) − 3𝑝 = −𝑝

Řešení:

X = ቎
𝑥
𝑦
𝑧
቏ = ቎

−𝑝
1 − 2𝑝

𝑝
቏ kde 𝑝 ∈ ℝ je libovolné.
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2.3. GEM s (částečným) výběrem hlavního prvku (VHP)

𝑥 + 2𝑦 + 3 𝑧 = −2
2𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 0
3𝑥 + 𝑦 + 2 𝑧 = −4Postup:

Přímý chod: Před převodem rozšı́řené matice soustavy na schodovitý tvar provedeme následujı́cı́:
V kroku 𝑘 hledáme ve sloupci 𝑘 řádek 𝑝, 𝑝 > 𝑘 takové, že |𝑎௣;௞| = max{|𝑎௜;௞|; 𝑖 ≥ 𝑘}. Pokud jej
nalezneme, prohodíme řádky 𝑝 a 𝑘.

቎
1 2 3 −2
2 3 1 0
3 1 2 −4

቏ ⟩ ∼ ቎
3 1 2 −4
2 3 1 0
1 2 3 −2

቏
⋅(−ଶ

ଷ) ⋅(−
ଵ
ଷ)⌋

⌋ ∼ ൦
3 1 2 −4
0 ଻

ଷ −ଵ
ଷ

଼
ଷ

0 ହ
ଷ

଻
ଷ −ଶ

ଷ

൪ ⋅(−ହ
଻)⌋ ∼ ൦

3 1 2 −4
0 ଻

ଷ −ଵ
ଷ

଼
ଷ

0 0 ଵ଼
଻ −ଵ଼

଻

൪

Zpětný chod: Hledáme kořeny následujı́cı́ soustavy rovnic.
ଵ଼
଻ ⋅ 𝑧 = −ଵ଼

଻ | ⋅ ଻
ଵ଼

଻
ଷ ⋅ 𝑦 −

ଵ
ଷ ⋅ 𝑧 = ଼

ଷ | ⋅ ଵଷ
3 𝑥 + 𝑦 + 2 𝑧 = −4

Postupně dostáváme: 𝑧 = −1; 7 𝑦 = 8 + 𝑧 ⟹ 𝑦 = 1; 3 𝑥 = −4 − 𝑦 − 2 𝑧 ⟹ 𝑥 = −1

Řešení:

X = ቎
𝑥
𝑦
𝑧
቏ = ቎

−1
1

−1
቏
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2.4. GEM s (úplným) VHP

8𝑥− 𝑦−2𝑧 = 0
−𝑥+7𝑦− 𝑧 = 10
−2𝑥− 𝑦+9𝑧 = 23Postup:

Přímý chod: Před převodem rozšı́řené matice soustavy na schodovitý tvar provedeme následujı́cı́:
Vprvnímkrokuhledámevmatici soustavyprvek smaximálnı́ absolutnı́ hodnotou |𝑎௣;௞| = max{|𝑎௜;௝|;
kde 𝑖 = 1…𝑚; 𝑗 = 1…𝑛}. Pokud jej nalezneme, prohodíme prvnı́ řádek s řádkem 𝑝 a prvnı́ sloupec
se sloupcem 𝑘, aby se prvek s největšı́ absolutnı́ hodnotou dostal na pozici 𝑎ଵ;ଵ.

቎
8 −1 −2 0

−1 7 −1 10
−2 −1 9 23

቏ ⟩ ∼
∧

቎
−2 −1 9 23
−1 7 −1 10
8 −1 −2 0

቏ ∼

𝑧 𝑦 𝑥

቎
9 −1 −2 23

−1 7 −1 10
−2 −1 8 0

቏
⋅ଵଽ ⋅ଶଽ⌋

⌋ ∼
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

9 −1 −2 23
0 ିଵା଺ଷ

ଽ
ିଶିଽ
ଽ

ଶଷାଽ଴
ଽ

0 ିଶିଽ
ଽ

ିସା଻ଶ
ଽ

ସ଺ା଴
ଽ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

V kroku 𝑘 v matici soustavy vynecháme první až 𝑘 −1 řádek a prvnı́ až 𝑘 −1 sloupec (dále jsou
značeny zeleně) a ve zbytku opět hledáme prvek s největšı́ absolutnı́ hodnotou |𝑎௣;௤| = max{|𝑎௜;௝|;
kde 𝑖 = 𝑘 …𝑚; 𝑗 = 𝑘…𝑛}. Pokud jej nalezneme, prohodíme… na pozici 𝑎௞;௞ .

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

9 −1 −2 23
0 ଺ଶ

ଽ
ିଵଵ
ଽ

ଵଵଷ
ଽ

0 ିଵଵ
ଽ

଺଼
ଽ

ସ଺
ଽ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦
⟩ ∼
∧

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

9 −1 −2 23
0 ିଵଵ

ଽ
଺଼
ଽ

ସ଺
ଽ

0 ଺ଶ
ଽ

ିଵଵ
ଽ

ଵଵଷ
ଽ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

∼

𝑧 𝑥 𝑦
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

9 −2 −1 23
0 ଺଼

ଽ
ିଵଵ
ଽ

ସ଺
ଽ

0 ିଵଵ
ଽ

଺ଶ
ଽ

ଵଵଷ
ଽ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⋅ଵଵ଺଼⌋ ∼
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

9 −2 −1 23
0 ଺଼

ଽ
ିଵଵ
ଽ

ସ଺
ଽ

0 0 ସ଴ଽହ
଺ଵଶ

଼ଵଽ଴
଺ଵଶ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦
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Zpětný chod: Hledáme kořeny následujı́cı́ soustavy rovnic.
ସ଴ଽହ
଺ଵଶ ⋅ 𝑦 = ଼ଵଽ଴

଺ଵଶ | ⋅ ଺ଵଶ
ସ଴ଽହ

଺଼
ଽ ⋅ 𝑥 − ଵଵ

ଽ ⋅ 𝑦 = ସ଺
ଽ | ⋅ ଵଽ

9 𝑧 − 2𝑥 − 𝑦 = 23

Postupně dostáváme: 𝑦 = 2; 68 𝑥 = 46 + 11𝑦 ⟹ 𝑥 = 1; 9 𝑧 = 23 + 2𝑥 + 𝑦 ⟹ 𝑧 = 3

Řešení:

X = ቎
𝑥
𝑦
𝑧
቏ = ቎

1
2
3
቏
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3. Řešení SLAR pomocí inverzní maƟce soustavy
A • X = B

Aିଵ • A • X = Aିଵ • B
E • X = Aିଵ • B

X = Aିଵ • B

𝑥 + 2𝑦 + 3 𝑧 = 4
2𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 6
3𝑥 + 𝑦 + 2 𝑧 = 2

Inverznı́ matice
existuje pouze pro
regulárnı́ matici A

Inverzní maƟci Aିଵ sestrojíme pomocí jednotkové maƟce E

቎
1 2 3 1 0 0
2 3 1 0 1 0
3 1 2 0 0 1

቏
⋅(−2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
1 2 3 1 0 0
0 −1 −5 −2 1 0
0 −5 −7 −3 0 1

቏ ⋅(−1) ∼

∼ ቎
1 2 3 1 0 0
0 1 5 2 −1 0
0 −5 −7 −3 0 1

቏ ⋅(5)⌋ ∼ ቎
1 2 3 1 0 0
0 1 5 2 −1 0
0 0 18 7 −5 1

቏
∶(18)

∼

∼ ൦
1 2 3 1 0 0
0 1 5 2 −1 0
0 0 1 ଻

ଵ଼ − ହ
ଵ଼

ଵ
ଵ଼

൪
⌉

⌉
⋅(−5) ⋅(−3)

∼
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 2 0 − ଷ
ଵ଼

ଵହ
ଵ଼ − ଷ

ଵ଼
0 1 0 ଵ

ଵ଼
଻
ଵ଼ − ହ

ଵ଼
0 0 1 ଻

ଵ଼
ହ
ଵ଼

ଵ
ଵ଼

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⌉
⋅(−2) ∼

൦
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� ተተ
− ହ
ଵ଼

ଵ
ଵ଼

଻
ଵ଼

ଵ
ଵ଼

଻
ଵ଼ − ହ

ଵ଼
଻
ଵ଼ − ହ

ଵ଼
ଵ
ଵ଼

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

Aషభ

X = 1
18 ൦

−5 1 7
1 7 −5
7 −5 1

൪ • ൦
4
6
2
൪ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

ିହ⋅ସାଵ⋅଺ା଻⋅ଶ
ଵ଼

ଵ⋅ସା଻⋅଺ାିହ⋅ଶ
ଵ଼

ିହ⋅ସାଵ⋅଺ା଻⋅ଶ
ଵ଼

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= ൦
0
2
0
൪
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4. Řešení SLAR pomocí LU-rozkladu maƟce soustavy

𝑥 + 2𝑦 + 3 𝑧 = 6
2𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = −1
3𝑥 + 𝑦 + 2 𝑧 = 7

LU–rozklad lze
jen pro čtvercové
matice soustavy

Postup (A = L • U):
Označı́me Y = ቎

𝛼
𝛽
𝛾
቏ . Pak:

A • X = B
L • U • Xᇣᇤᇥ

Y
= B

L • Y = B

a řešı́me dvě soustavy L • Y = B
U • X = Y

1. Nalezenı́ LU–rozkladu.

቎
1 2 3
2 3 1
3 1 2

቏
⋅(−2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
1 2 3
0 −1 −5
0 −5 −7

቏ ⋅(−5)⌋ ∼ ቎
1 2 3
0 −1 −5
0 0 18

቏
ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

U

L = ቎
1 0 0
2 1 0
3 5 1

቏

2. Vyřešenı́ obou soustav.

቎
1 0 0
2 1 0
3 5 1

቏ • ቎
𝛼
𝛽
𝛾
቏ = ቎

6
−1
7
቏ ⟹

𝛼 = 6 𝛼 = 6
2𝛼 + 𝛽 = −1 𝛽 = −13
3𝛼 + 5𝛽 + 𝛾 = 7 𝛾 = 54

⟹ Y = ቎
6

−13
54
቏

቎
1 2 3
0 −1 −5
0 0 18

቏ • ቎
𝑥
𝑦
𝑧
቏ = ቎

6
−13
54
቏ ⟹

𝑥 + 2𝑦 + 3 𝑧 = 6 𝑥 = 1
−𝑦 − 5 𝑧 = −13 𝑦 = −2

18 𝑧 = 54 𝑧 = 3
Řešení: X = ቎

1
−2
3
቏



SLAR GEM థ ஶ s část. VHP s VHP pomocí inv. maƟce pomocí LU–rozkladu iterační met. konvergence it.m. Cramerovo pravidlo

Obsah Jdi na stranu ◀ ◀ ▶ ▶ ◀ ▶ Celá obr./Okno Zavřít

4.1. Příklad se stejnou maƟcí soustavy

𝑥 + 2𝑦 + 3 𝑧 = −2
2𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 0
3𝑥 + 𝑦 + 2 𝑧 = −4

LU–rozklad lze
jen pro čtvercové
matice soustavy

Postup (A = L • U):
Označı́me Y = ቎

𝛼
𝛽
𝛾
቏ . Pak:

A • X = B
L • U • Xᇣᇤᇥ

Y
= B

L • Y = B

a řešı́me dvě soustavy L • Y = B
U • X = Y

1. Nalezenı́ LU–rozkladu.

቎
1 2 3
2 3 1
3 1 2

቏
⋅(−2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
1 2 3
0 −1 −5
0 −5 −7

቏ ⋅(−5)⌋ ∼ ቎
1 2 3
0 −1 −5
0 0 18

቏
ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

U

L = ቎
1 0 0
2 1 0
3 5 1

቏

2. Vyřešenı́ obou soustav.

቎
1 0 0
2 1 0
3 5 1

቏ • ቎
𝛼
𝛽
𝛾
቏ = ቎

−2
0

−4
቏ ⟹

𝛼 =−2 𝛼 = −2
2𝛼 + 𝛽 = 0 𝛽 = 4
3𝛼 + 5𝛽 + 𝛾 = −4 𝛾 = −18

⟹ Y = ቎
−2
4

−18
቏

቎
1 2 3
0 −1 −5
0 0 18

቏ • ቎
𝑥
𝑦
𝑧
቏ = ቎

−2
4

−18
቏ ⟹

𝑥 + 2𝑦 + 3 𝑧 = −2 𝑥 = −1
−𝑦 − 5 𝑧 = 4 𝑦 = 1

18 𝑧 = −18 𝑧 = −1
Řešení: X = ቎

−1
1

−1
቏
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4.2. Další příklad se stejnou maƟcí soustavy

𝑥 + 2𝑦 + 3 𝑧 = 4
2𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 6
3𝑥 + 𝑦 + 2 𝑧 = 2

LU–rozklad lze
jen pro čtvercové
matice soustavy

Postup (A = L • U):
Označı́me Y = ቎

𝛼
𝛽
𝛾
቏ . Pak:

A • X = B
L • U • Xᇣᇤᇥ

Y
= B

L • Y = B

a řešı́me dvě soustavy L • Y = B
U • X = Y

1. Nalezenı́ LU–rozkladu.

቎
1 2 3
2 3 1
3 1 2

቏
⋅(−2) ⋅(−3)⌋

⌋ ∼ ቎
1 2 3
0 −1 −5
0 −5 −7

቏ ⋅(−5)⌋ ∼ ቎
1 2 3
0 −1 −5
0 0 18

቏
ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

U

L = ቎
1 0 0
2 1 0
3 5 1

቏

2. Vyřešenı́ obou soustav.

቎
1 0 0
2 1 0
3 5 1

቏ • ቎
𝛼
𝛽
𝛾
቏ = ቎

4
6
2
቏ ⟹

𝛼 = 4 𝛼 = 4
2𝛼 + 𝛽 = 6 𝛽 = −2
3𝛼 + 5𝛽 + 𝛾 = 2 𝛾 = 0

⟹ Y = ቎
4

−2
0
቏

቎
1 2 3
0 −1 −5
0 0 18

቏ • ቎
𝑥
𝑦
𝑧
቏ = ቎

4
−2
0
቏ ⟹

𝑥 + 2𝑦 + 3 𝑧 = 4 𝑥 = 0
−𝑦 − 5 𝑧 = −2 𝑦 = 2

18 𝑧 = 0 𝑧 = 0
Řešení: X = ቎

0
2
0
቏
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5. Iterační metody řešení systémů lineárních algebraických rovnic
Nejprve soustavu

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎ଵ;ଵ 𝑎ଵ;ଶ … 𝑎ଵ;௡
𝑎ଶ;ଵ 𝑎ଶ;ଶ … 𝑎ଶ;௡
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎௡;ଵ 𝑎௡;ଶ … 𝑎௡;௡

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

•
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥ଵ
𝑥ଶ
⋮
𝑥௡

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑏ଵ
𝑏ଶ
⋮
𝑏௡

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

upravı́me
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥௜ାଵଵ
𝑥௜ାଵଶ
⋮

𝑥௜ାଵ௡

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 𝑐ଵ;ଶ … 𝑐ଵ;௡
𝑐ଶ;ଵ 0 … 𝑐ଶ;௡
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑐௡;ଵ 𝑐௡;ଶ … 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

•
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥௜ଵ
𝑥௜ଶ
⋮
𝑥௜௡

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

+
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑏ଵ
𝑏ଶ
⋮
𝑏௡

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

a potom za 𝑥௜ଵ, … , 𝑥௜௡ zvolı́me libovolná čı́sla (jako počátečnı́ aproximaci) a jejich postupným dosazo-
vánı́m do napravo uvedené soustavy rovnic spočı́táme 𝑥௜ାଵଵ , … , 𝑥௜ାଵ௡ .

Příklad Rƽ ešte soustavu rovnic
8𝑥− 𝑦−2𝑧 = 0
−𝑥+7𝑦− 𝑧 = 10
−2𝑥− 𝑦+9𝑧 = 23

1. Soustavu upravı́me:

𝑥 = +18𝑦+
2
8𝑧+

0
8

𝑦 = 1
7𝑥 +17𝑧+

10
7

𝑧 = 2
9𝑥+

1
9𝑦 +239

2. Zvolı́me počátečnı́ aproximaci, napřı́klad: 𝑥଴ = 0 ; 𝑦଴ = 0 ; 𝑧଴ = 0
3. Dosazujeme (budeme zaokrouhlovat na tři desetinná mı́sta):

JACOBIHOmetoda GAUSSOVA–SEIDELOVAmetoda
𝑥ଵ = 0,125𝑦଴ + 0,250𝑧଴ = 0 𝑥ଵ = 0,125𝑦଴ + 0,250𝑧଴ = 0
𝑦ଵ ≐ 0,143𝑥଴ + 0,143𝑧଴ + 1,429 = 1,429 𝑦ଵ ≐ 0,143𝑥ଵ + 0,143𝑧଴ + 1,429 = 1,429
𝑧ଵ ≐ 0,222𝑥଴ + 0,111𝑦଴ + 2,556 = 2,556 𝑧ଵ ≐ 0,222𝑥ଵ + 0,111𝑦ଵ + 2,556 = 2,715
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Postupnou aproximaci řešení systému
𝑥= 0,125𝑦 + 0,250𝑧
𝑦 ≐ 0,143𝑥 + 0,143𝑧 + 1,429
𝑧 ≐ 0,222𝑥 + 0,111𝑦 + 2,556

můžeme zapisovat do následujı́cı́ tabulky:
Jacobiho metoda Gaussova–Seidelova m.

𝑥 𝑦 𝑧 𝑥 𝑦 𝑧
0 0 0 0 0 0
0 1,429 2,556 0 1,429 2,715
0,818 1,795 2,715 0,857 1,940 2,962
0,903 1,934 2,937 0,983 1,993 2,995
0,976 1,978 2,971 0,998 2,000 3,000
0,990 1,993 2,992 1,000 2,001 3,000

Aproximace kořenů konvergujı́ k přesnému řešenı́, které v tomto přı́padě je 𝑥 = 1 ; 𝑦 = 2 ; 𝑧 = 3.
Z teorie vı́me (napřı́klad [3, str. 39] nebo [2, str. 40]), že obě tytometodykonvergujı́, je-li splněna alespoň
jedna z následujı́cı́ch podmı́nek:

1. součty absolutnı́ch hodnot prvků v každém řádku upravené matice C jsou menšı́ jak 1.
Pak je splněna tzv. řádková norma a původnı́ matice A je ostře diagonálně dominantnı́.

2. součty absolutnı́ch hodnot prvků v každém sloupci upravené matice C jsou menšı́ jak 1.
Pak je splněna tzv. sloupcová norma.

3. ට ∑
∀௜;௝

𝑐ଶ௜,௝ < 1 tedy:ඥ0,125ଶ + 0,25ଶ + 0,143ଶ + 0,143ଶ + 0,222ଶ + 0,111ଶ ≐ 0,425

a náš systém splňuje tzv. euklidovskou normu.
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Příklad Iteračnı́ metodou řešte soustavu rovnic
7 𝑥+8𝑦+7 𝑧 = 22 |.(−1) |.1 |.1
9 𝑥+9𝑦−3 𝑧 = 3 |.1 |.0 |.(−1)
8 𝑥−2𝑦+8 𝑧 = 14 |.1 |.(−1) |.0

1. Nejprve soustavu upravı́me

−1.(𝑖) + 1.(𝑖𝑖) + 1.(𝑖𝑖𝑖) ⇒ 10 𝑥 − 𝑦 −2 𝑧 = −5 ⟹ 𝑥 = 0,1 𝑦+0,2 𝑧−0,5
1.(𝑖) + 0.(𝑖𝑖) − 1.(𝑖𝑖𝑖) ⇒ − 𝑥+10𝑦 − 𝑧 = 8 ⟹ 𝑦 = 0,1 𝑥 +0,1 𝑧+0,8
1.(𝑖) − 1.(𝑖𝑖) + 0.(𝑖𝑖𝑖) ⇒ −2𝑥 − 𝑦+10 𝑧 = 19 ⟹ 𝑧 = 0,2 𝑥+0,1 𝑦 +1,9

Ověřenı́, že platı́ alespoň jedna z následujı́cı́ch podmı́nek konvergence:

Řádková norma
𝑟ଵ = 0 + 0,1 + 0,2 = 0,3
𝑟ଶ = 0,1 + 0 + 0,1 = 0,2
𝑟ଷ = 0,2 + 0,1 + 0 = 0,3

𝑟௜ < 1 ∀𝑖 = 1, 2, 3

Sloupcová norma
𝑠ଵ = 0 + 0,1 + 0,2 = 0,3
𝑠ଶ = 0,1 + 0 + 0,1 = 0,2
𝑠ଷ = 0,2 + 0,1 + 0 = 0,3

𝑠௜ < 1 ∀𝑖 = 1, 2, 3

Euklidovská norma ඥ0ଶ + 0,1ଶ + 0,2ଶ + 0,1ଶ + 0ଶ + 0,1ଶ + 0,2ଶ + 0,1ଶ + 0ଶ = √0,12 ≐ 0,346 < 1

2. Zvolı́me počátečnı́ aproximaci, napřı́klad: 𝑥଴ = 0 ; 𝑦଴ = 0 ; 𝑧଴ = 0
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3. Postupnou aproximaci řešenı́ systému
𝑥= 0,1 𝑦 + 0,2 𝑧 − 0,5
𝑦= 0,1 𝑥 + 0,1 𝑧 + 0,8
𝑧= 0,2 𝑥 + 0,1 𝑦 + 1,9

můžeme zapisovat do následujı́cı́ tabulky, kde výpočty budeme zaokrouhlovat na tři desetinná mı́sta:

Jacobiho metoda Gaussova–Seidelova m.
𝑥 𝑦 𝑧 𝑥 𝑦 𝑧

0 0 0 0 0 0
−0, 5 0, 8 1, 9 −0, 5 0, 75 1, 875
−0, 04 0, 94 1, 88 −0, 05 0, 983 1, 988
−0, 03 0, 984 1, 986 −0, 004 0, 998 1, 999
−0, 004 0, 996 1, 992 0 1 2
−0, 002 0, 999 1, 999 0 1 2
0, 000 1 1, 999
0, 000 1 2, 000
0, 000 1 2, 000

Aproximace kořenů v obou přı́padech konvergujı́ k přesnému řešenı́, které v tomto přı́padě je
𝑥 = 0
𝑦 = 1
𝑧 = 2

jak si ukážeme dále.
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6. Cramerovo pravidlo
můžeme použı́t, pouze je-li matice soustavy regulárnı́ (tj. čtvercová matice s determinantem různým
od nuly). Potommá tato soustava právě jedno řešenı́, které lze psát ve tvaru (např. [4, str. 181])

𝑥௜ =
D௜
D (𝑖 = 1, 2, … , 𝑛)

kde D je determinant matice soustavy a D௜ jsou determinanty matice, která vzniknou z matice
soustavy tak, že v nı́ sloupec i nahradı́me sloupcem pravých stran soustavy.

Příklad Cramerovým pravidlem řešte soustavu rovnic

7 𝑥+8𝑦+7 𝑧 = 22
9 𝑥+9𝑦−3 𝑧 = 3
8𝑥−2𝑦+8 𝑧 = 14

Podle výše uvedeného vzorce platı́:

x =

22 8 7
3 9 −3
14 −2 8
7 8 7
9 9 −3
8 −2 8

= 0
−936 = 0 y =

7 22 7
9 3 −3
8 14 8
7 8 7
9 9 −3
8 −2 8

= −936
−936 = 1 z =

7 8 22
9 9 3
8 −2 14
7 8 7
9 9 −3
8 −2 8

= −1872
−936 = 2
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