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Řešte systém
𝑥 = 1

𝑦 = 2
𝑧 = 3

−𝑥+𝑦 = 1
−𝑦+𝑧 = 2

−𝑥 +𝑧 = 1

(1)

Pokud uvažujeme pouze prvnı́
tři rovnice,má tentomenšı́ sys-
tém následujı́cı́ řešenı́ 𝑥 = 1,
𝑦 = 2, 𝑧 = 3. Ovšem po dosa-
zenı́ těchto hodnot dopáté rov-
nice dostáváme: −2 + 3 ≠ 2

𝑥 = 1 + 𝜀ଵ
𝑦 = 2 + 𝜀ଶ

𝑧 = 3 + 𝜀ଷ
−𝑥+𝑦 = 1 + 𝜀ସ

−𝑦+𝑧 = 2 + 𝜀ହ
−𝑥 +𝑧 = 1 + 𝜀଺

(2)

Jak je zřejmé, celá soustava (1) všech šesti rovnic A • X = B nemá „klasické“ řešenı́!
Předpokládejme, že soustava (1) odpovı́dá nějaké reálné skutečnosti, pouze jsme experimentálně

poněkud nepřesně určili jednotlivé koeϐicienty. Takováto neřešitelná soustava se nazývá přeurčená.
Jak zı́skat alespoň přibližné řešenı́ X௣ takovéto soustavy?

K pravé straně každé rovnice soustavy (1) přidáme vhodnou konstantu 𝜀, tedy: A • X௣ = B + ℰ
a dostaneme soustavu (2), která je již řešitelná.
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ℰ
Samozřejmě pro jinou volbu matice ℰ dostaneme jiné řešenı́ soustavy (2). Budeme tedy hledat takové
řešenı́, které bude co nejlepšı́m kompromisem, kdy soustava (2) se bude co nejvíce blížit soustavě (1),
nebo-li ke každé rovnici přičteme co nejmenšı́ čı́slo (reziduum) 𝜀. Nebo ještě lépe, co nejmenšı́ součet
všech reziduı́, bez ohledu na jejich znaménka (⟹ absolutnı́ hodnota nebo druhá mocnina reziduı́).
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Samozřejmě pro jinou volbu matice ℰ dostaneme jiné řešenı́ soustavy (2). Budeme tedy hledat takové
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všech reziduı́, bez ohledu na jejich znaménka (⟹ absolutnı́ hodnota nebo druhá mocnina reziduı́).
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nice dostáváme: −2 + 3 ≠ 2

𝑥 = 1 + 𝜀ଵ
𝑦 = 2 + 𝜀ଶ

𝑧 = 3 + 𝜀ଷ
−𝑥+𝑦 = 1 + 𝜀ସ

−𝑦+𝑧 = 2 + 𝜀ହ
−𝑥 +𝑧 = 1 + 𝜀଺

(2)
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tém následujı́cı́ řešenı́ 𝑥 = 1,
𝑦 = 2, 𝑧 = 3. Ovšem po dosa-
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Pokud uvažujeme pouze prvnı́
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Předpokládejme, že soustava (1) odpovı́dá nějaké reálné skutečnosti, pouze jsme experimentálně

poněkud nepřesně určili jednotlivé koeϐicienty. Takováto neřešitelná soustava se nazývá přeurčená.
Jak zı́skat alespoň přibližné řešenı́ X௣ takovéto soustavy?

K pravé straně každé rovnice soustavy (1) přidáme vhodnou konstantu 𝜀, tedy: A • X௣ = B + ℰ
a dostaneme soustavu (2), která je již řešitelná.

ℰ[ଵ;ଶ;ଷ] =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 + 0 + 0 − 1
0 + 2 + 0 − 2
0 + 0 + 3 − 3
−1 + 2 + 0 − 1
0 − 2 + 3 − 2
−1 + 0 + 3 − 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
0
0

−1
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

ℰ[଴;଴;଴] =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
−2
−3
−1
−2
−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

−1 1 0
0 −1 1

−1 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ

A

• ቎
𝑥
𝑦
𝑧
቏

ต
X೛

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
3
1
2
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦ต

B

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜀ଵ
𝜀ଶ
𝜀ଷ
𝜀ଵ
𝜀ଶ
𝜀ଵ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦ถ

ℰ
Samozřejmě pro jinou volbu matice ℰ dostaneme jiné řešenı́ soustavy (2). Budeme tedy hledat takové
řešenı́, které bude co nejlepšı́m kompromisem, kdy soustava (2) se bude co nejvíce blížit soustavě (1),
nebo-li ke každé rovnici přičteme co nejmenšı́ čı́slo (reziduum) 𝜀. Nebo ještě lépe, co nejmenšı́ součet
všech reziduı́, bez ohledu na jejich znaménka (⟹ absolutnı́ hodnota nebo druhá mocnina reziduı́).
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Metoda nejmenších čtverců (MNC)
Jak již název napovı́dá, budeme hledat takovou matici X௣, aby součet druhých mocnin odchylek ¹ (rezi-
duı́) 𝜀ଶଵ+𝜀ଶଶ+𝜀ଶଷ+𝜀ଶସ+𝜀ଶହ+𝜀ଶ଺ v systému (2) byl minimálnı́. Takovému přibližnému řešenı́ řı́káme
zobecněné řešení nebo řešení ve smyslu metody nejmenších čtverců. [3, str. 122]

Zobecněné řešenı́ X௣ je řešenı́m tzv. Gaussovy normální soustavy rovnic. [2, str. 80]

A் • A • X௣ = A் • B

V našem přı́padě

቎
1 0 0 −1 0 −1
0 1 0 1 −1 0
0 0 1 0 1 1

቏ •

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

−1 1 0
0 −1 1

−1 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

• ቎
𝑥
𝑦
𝑧
቏ = ቎

1 0 0 −1 0 −1
0 1 0 1 −1 0
0 0 1 0 1 1

቏ •

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
3
1
2
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Což je

቎
3 −1 −1

−1 3 −1
−1 −1 3

቏ • ቎
𝑥
𝑦
𝑧
቏ = ቎

−1
1
6
቏ nebo jinak: ቎

3 −1 −1 −1
−1 3 −1 1
−1 −1 3 6

቏ Tento systém vyřešı́me.

¹ Výraz ඨ
ల
∑
೔సభ

ఌమ೔ nazýváme normou (velikostı́) vektoru ℰ a označujeme ||ℰ|| .
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቎
3 −1 −1 −1

−1 3 −1 1
−1 −1 3 6

቏
⌉
⋅(2) ∼ ቎

1 5 −3 1
−1 3 −1 1
−1 −1 3 6

቏ ∼ ቎
1 5 −3 1
0 8 −4 2
0 4 0 7

቏

Ze 3. rovnice: 4𝑦 = 7
𝑦 = ଻

ସ
ze 2. r.:

8𝑦 − 4𝑧 = 2
−4 𝑧 = 2−8 ⋅ ଻ସ

𝑧 = 3
z 1. r.:

𝑥 + 5𝑦 − 3 𝑧 = 1
𝑥 = 1 − 5 ⋅ ଻ସ + 3 ⋅ 3
𝑥 = ହ

ସ

Zobecněné řešenı́ systému (1)

𝑥 = 1
𝑦 = 2

𝑧 = 3
−𝑥+𝑦 = 1

−𝑦+𝑧 = 2
−𝑥 +𝑧 = 1

je tedy X௣ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

5
4
7
4
3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

ℰቂఱర ;ళర ;ଷቃ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

ହ
ସ − 1
଻
ସ − 2
3 − 3

−ହ
ସ +

଻
ସ − 1

−଻
ସ + 3 − 2

−ହ
ସ + 3 − 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

ଵ
ସ

−ଵ
ସ

0
−ଵ

ଶ

−ଷ
ସ
ଷ
ସ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

||ℰ|| = ටቀଵସቁ
ଶ
+ቀ−ଵ

ସቁ
ଶ
+0ଶ+ቀ−ଵ

ଶቁ
ଶ
+ቀ−ଷ

ସቁ
ଶ
+ቀଷସቁ

ଶ
=

= √1 + 1 + 0 + 4 + 9 + 9
4 = √24

4 = √4 ⋅ 6
4 = √6

2 =

= ඥ4 ⋅ 1,5
2 = ඥ1,5
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Pomocí MNC nalezněte zobecněné řešení X𝑝 přeurčené soustavy:

𝑥 +𝑦 = 0
2𝑥 −𝑦 = 4
𝑥−𝑦 = 2

Normálnı́ soustava: ቈ 1 2 1
1 −1 −1 ቉ • ቎

1 1
2 −1
1 −1

቏ • ൤ 𝑥𝑦 ൨ = ቈ 1 2 1
1 −1 −1 ቉ • ቎

0
4
2
቏

Budeme řešit systém:

ቈ 6 −2 10
−2 3 −6 ቉

⌉
⋅(3) ∼ ቈ 0 7 −8

−2 3 −6 ቉ ⟹
𝑦 = −87

𝑥 = ି଺ିଷ⋅ቀିఴ
ళቁ

ିଶ =
షరమశమర

ళ
ିଶ = ିଵ଼

ିଵସ =
9
7

X௣ =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

9
7

−87

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

Vektor vzniklých chyb

ℰ =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

ଽ
଻ + ቀ−଼

଻ቁ − 0

2 ⋅ ଽ଻ − ቀ−଼
଻ቁ − 4

ଽ
଻ − ቀ−଼

଻ቁ − 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

ଵ
଻

−ଶ
଻
ଷ
଻

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

a jeho norma

||ℰ|| = ඨቆ17ቇ
ଶ
+ ቆ−27ቇ

ଶ
+ ቆ37ቇ

ଶ
= √1 + 4 + 9

7 = √14
7
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Pomocí MNC nalezněte zobecněné řešení X𝑝 přeurčené soustavy:

𝑥 + 𝑦 = 0,241
2 𝑥 + 𝑦 = 0,468
3 𝑥 + 𝑦 = 0,692
4 𝑥 + 𝑦 = 0,927
5 𝑥 + 𝑦 = 1,156

Normálnı́
soustava: ቈ 1 2 3 4 5

1 1 1 1 1 ቉ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
A೅

•
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1
2 1
3 1
4 1
5 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

• ൤ 𝑥𝑦 ൨ = A் •
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0,241
0,468
0,692
0,927
1,156

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

Budeme řešit systém:

ቈ 55 15 12,741
15 5 3,484 ቉

⌉
⋅(−3) ∼ ቈ 10 0 2,289

15 5 3,484 ቉ ⟹
𝑥 = ଶ,ଶ଼ଽ

ଵ଴ = 0,228 9

𝑦 = ଷ,ସ଼ସିଵହ⋅଴,ଶଶ଼ ଽ
ହ = 0,010 1

Zobecněné
řešenı́

X௣ = ൥
0,228 9
0,010 1

൩

Vektor vzniklých chyb

ℰ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0,228 9 + 0,010 1 − 0,241
2 ⋅ 0,228 9 + 0,010 1 − 0,468
3 ⋅ 0,228 9 + 0,010 1 − 0,692
4 ⋅ 0,228 9 + 0,010 1 − 0,927
5 ⋅ 0,228 9 + 0,010 1 − 1,156

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−0,002
−0,000 1
0,004 8

−0,001 3
−0,001 4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a jeho norma

||ℰ|| = ඥ(−0,002)ଶ + (−0,000 1)ଶ + (0,004 8)ଶ + (−0,001 3)ଶ + (−0,001 4)ଶ =
= √0,000 030 7 ≐ 0,005 54
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řešenı́

X௣ = ൥
0,228 9
0,010 1

൩

Vektor vzniklých chyb

ℰ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0,228 9 + 0,010 1 − 0,241
2 ⋅ 0,228 9 + 0,010 1 − 0,468
3 ⋅ 0,228 9 + 0,010 1 − 0,692
4 ⋅ 0,228 9 + 0,010 1 − 0,927
5 ⋅ 0,228 9 + 0,010 1 − 1,156

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−0,002
−0,000 1
0,004 8

−0,001 3
−0,001 4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a jeho norma

||ℰ|| = ඥ(−0,002)ଶ + (−0,000 1)ଶ + (0,004 8)ଶ + (−0,001 3)ଶ + (−0,001 4)ଶ =
= √0,000 030 7 ≐ 0,005 54

•Obsah



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Pomocí MNC nalezněte zobecněné řešení X𝑝 přeurčené soustavy:

𝑥 + 𝑦 = 0,241
2 𝑥 + 𝑦 = 0,468
3 𝑥 + 𝑦 = 0,692
4 𝑥 + 𝑦 = 0,927
5 𝑥 + 𝑦 = 1,156

Normálnı́
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pro vysoké školy technické, sešit IV, Praha, 1982, 176 s.

•Obsah

[https://intranet.fce.vutbr.cz/pedagog/predmety/opory.asp]

	Obsah
	 Co rozumíme pod pojmem přeurčená soustava
	 Metoda nejmenších čtverců
	 1. příklad
	 2. příklad
	 3. příklad

	Použitá literatura

