Urcete rozklad na parcialni zlomky pro funkci:

622 + 92 + 11
a3 4+ 3x2 4+ 5x + 3

. funkce je ryzi racionélni, délit nemusime

. ur¢ime rozklad jmenovatele:
vyuzijeme Hornerovo schéma (mozné celoc¢iselné kofeny: +1,—1,43, —3)

[1]3]5]3]
r=-1]1]2[3]0]

¢islo -1 je kofen jmenovatele, zbyva polynom druhého stupné, ktery nemd redlné koreny (zdporny diskriminant).
Rozklad jmenovatele:
234322 + 52+ 3 = (z + 1) (22 + 22 + 3)

)
3

. ur¢ime obecny tvar rozkladu na parcialni zlomky:

622 + 9z + 11 B A i Bx +C
3 +322+52+3 x+1 22+2x+3

. dopocitame konstanty:

622 + 9z 4+ 11 = A(2® + 22 + 3) + (Bx + C)(x + 1)
622 +92 4+ 11 = Ax? + 242+ 3A+ B>+ Cx + Bz + C

sestavime rovnice pro vypocet konstant:

z?: 6=A+B
zt: 9=2A+C+B
20 : 11=34+C

z prvni rovnice vyjadiime B : B=6-A

ze tieti rovnice vyjadiime C : C=11-34

a dosadime do druhé rovnice:
9=24+11-344+6—-A— -8=-24A=A=4
tedy B=6—A=6—-4=2aC=11-3A=11-12=-1

Vysledek:
622 + 92z + 11 4 20 —1

z3+3z2+5x+3:x+1+x2+2z+3
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2 Urcete rozklad na parcialni zlomky a znaménko racionalni funkce:

3+ 222 +
2 +4r+4
Rozklad na parcidlni zlomky:
1. funkce neni ryzi raciondlni, nutno délit:
(23 + 222 + x) s (2*+4r+4) = -2
— (2% + 422 + 4x)
—22% — 3x
—(—22% — 82 — 8)
or + 8
Tedy danou raciondlni funkci muzeme zapsat jako soucet polynomu a ryz{ raciondlni funkce:
23+ 202 + o 5z + 8
-  —x-—-2 4+ - —
x?+4x+4 22 +4x+4

2. uréime rozklad jmenovatele: 12 + 4z + 4 = (z + 2)?
3. ur¢ime obecny tvar rozkladu na parcidlni zlomky (pro ¢dst, kterd je ryz{ racionalni funkci):

S5v+8 A n B
2 4+d4r+4 z+2  (v+2)2

4. dopocitdme konstanty:

504+8=A(x+2)+ B
52 +8=Az+24+ B

sestavime rovnice pro vypocet konstant:

b 5=A
20 8=24+B=B=-2
Vysledek:
23+ 222 + 5 2
—— = — 2+ —
2?4+ 4z +4 z+2  (z+42)?
Znaménko:

urcime rozklad citatele i jmenovatele:

?+20%+r w(a?4+2041)  z(z+1)?

24+4r+4 (x+2)2 (p+2)2
kofeny citatele: z = 0 (ndsobnost 1) a x = —1 (ndsobnost 2)
kofeny jmenovatele: = —2 (ndsobnost 2)

Znaménko se méni jen v bodé 0, ostatni kofeny maji sudou nésobnost a znaménko nemeéni.

V intervalu (0,00) je funkce kladn4d,v intervalech (—oco, —2) a (—2,0) je funkce zaporna.
Definiéni obor: D(f) =R — {-2}
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Urcete rozklad na parcialni zlomky pro funkci:

x? —3x+2
23+ 622+ 6x+5

. funkce je ryzi racionélni, délit nemusime

. ur¢ime rozklad jmenovatele:
vyuzijeme Hornerovo schéma (mozné celoc¢iselné kofeny: +1,—1,45, —5)

[ 1161615
r=-5]1[1[1]0]

¢islo -5 je kofen jmenovatele, zbyva polynom druhého stupné, ktery nemd redlné koreny (zdporny diskriminant).
Rozklad jmenovatele:

6
1

234622 +6x+5=(x+5) (22 +x+1)
. uré¢ime obecny tvar rozkladu na parcialni zlomky:

2 —3x+2 A Bx+C

(x+5)(z2+z+1) x—|—5+:r2—|—x—|—1

. dopocitame konstanty:

2?2 =32 +2=A(x*+ 2+ 1)+ (Bx +C)(z +5)
22 —3x+2=Az’>+ Az + A+ Bz®> + 5Bx + Cz + 5C

sestavime rovnice pro vypocet konstant:

z2 1=A+B
zl: -3=A+C+5B
20 2=A+5C
z prvni rovnice vyjadiime B : B=1-A
ze teti rovnice vyjadiime C : C= %
a dosadime do druhé rovnice:
3=A+"_"45-54

obé strany rovnice vynasobime ¢islem 5:

—15=5A4+2-A+25-25A= —42=-21A=A=2

2-A4 2-2
tedy B=1-A=1-2=-1aC="2"=""=0

Vysledek:
22 -3z +2 2 T

x3+6x2+6$+5:x+57x2+x+1
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4 Urcete defini¢ni obor, znaménko a svislé asymptoty funkce:

/()

617

T B 462+ 11246

a) DEFINICNI OBOR

Defini¢nim oborem je mnozina v8ech redlnych ¢isel, kromé kofent jmenovatele.

Uréime rozklad jmenovatele s vyuzitim Hornerova schématu: (mozné celoc¢iselné koreny: +1,—1,+2, -2, +3, -3, +6, —6)

[ 1]
xz—l‘l‘

[ 116 |
[ 6 ]0]

6
)

¢islo -1 je kofen jmenovatele, zbyvd polynom druhého stupné z2+5z +6, ktery mizeme rozlozit na souéin (z+2)(z+3).
Tedy jmenovatel ma koteny: —1,—2 — 3

Definiéni obor: D(f) =R - {-1,-2,-3}

b) ZNAMENKO
Funkce e* je vzdy kladnd, znaménko se méni jen v kofenech jmenovatele:
V intervalech (—1,00) a (=3, —2) je funkce kladnd, v intervalech (—oo, —3) a (—2, —1) je funkce zédporna.

¢) SVISLE ASYMPTOTY
Svislé asymptoty mohou byt v bodech, které nepatii do definicniho oboru, potfebujeme uréit limity:

e prox = —1:

T T

x
lim ¢ = lim c = lim . lim ——
a— —123 46224+ 11z +6 2> -1 (z+1D(x+2)(x+3) 2> -12+1 a— —1 (z+2)(x + 3)

ur¢ime limity jednostranné:

y , e 1 et 1
1m . 1m —_— = — - — = — =X
a— -1+ x+1 a— -1+ (x+2)(z+3) 0t 2 2e
1 e 1 et 1
lim = .. = 0 — = —00
a— —1-x+1 z— —1- (x+2)(x+3) 0~ 2 2e
Svisla asymptota: r = —1
® proxr = —2:
ex ) e~ x

e 228 1 622 4 11z 46 a2 (@t (@ +2)(@+3) eos2z+2 a2 (z+1)(z+3)

uré¢ime limity jednostranné:

i 1 I ev 1 e 2 -1
im : im ————=—+ — =00 — = —
a— —2+ T+ 2 a— —2t (x+1)(z+3) 0+ -1 e2
i 1 i e 1 e2 -1
im . im ————=—+-— =-00"— =0
@ —2- T+ 2 a— —2- (z+1)(x+3) 0= -1 e2
Svisla asymptota: x = —2
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e prox = —3:

er e’

x

li = i = i - lim —————
o> 3P 622 + 1z +6 a3 (x+1)(z+2)(z+3) 3T+ 3 a3 (x+1)(x +2)

ur¢ime limity jednostranné:

1 . e 1

li 1 - .
o> T3t T+ 3 oo T3+ (z+1)(xz+2) Ot

e’ 1

32 +3 e @t l)(et2)  0-

Svisla asymptota: x = —3

e3 1

— =0 =2 =
2 2e3

e 3 1

—_— = -0 — = —0O
2 2e3
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5 Urcete definiéni obor, znaménko a sikmé asymptoty funkce:

3rt—12

f(x):$3+33:2+5$+3

a) DEFINICNI OBOR
Defini¢nim oborem je mnozina vsech realnych ¢isel, kromé kofent jmenovatele.
Uréime rozklad jmenovatele s vyuzitim Hornerova schématu: (mozné celociselné koreny: +1,—1,+43, —3)

|1
1

[3]5]3]
2 0

¢islo -1 je kofen jmenovatele, zbyva polynom druhého stupné 22 + 2z + 3, ktery nem4 redlné koieny (zaporny diskrim-
inant). Tedy jmenovatel mé jediny redlny koren: —1.

Definiéni obor: D(f) =R — {-1}

b) ZNAMENKO

Znaménko se méni v korenech ¢itatele a jmenovatele liché nasobnosti.

Uréime koreny citatele:

32t — 12 =3(z* — 4) = 3(2® 4+ 2)(2? — 2) = 3(22 + 2)(z — V2)(z + V?2)

Kofeny ¢itatele jsou: /2, —v/2

Kofen jmenovatele je: —1. VSechny kofeny maji ndsobnost 1 a méni znaménko.

Znaménko:
V intervalech (—v/2,—1) a (v/2,00) je funkce kladna, v intervalech (—oo, —v/2) a (—1,v/2) je funkce zéporna.

¢) SIKMA ASYMPTOTA: Rovnice: y = ax + b

_ f(x) : 3zt — 12 : 3zt — 12
a= lim —= = lim = lim =
T 00 T z— oo x(ax3 + 322 +5x+3) =z oo xt+ 3x% + 522 + 3z
o'(3 - 33)

= 1. :3

b= lim (f(z) —az)= lim

Tr— o0 T—r OO

( 3zt —12 ) B 3zt — 12 — 3z% — 923 — 1522 — 9z

3+ 322+ 52+ 3 v -5 G0 3 + 322 + 51+ 3

C oy 916 -9z 12 -9+ =L + P + =)

— -9
o= oo 34322 +5x + 3 2 50 B1+34+ 5+ 3

stejny vypocet limit pro x — —oo

Sikm4a asymptota: y = 3z — 9 pro z — =400
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6 Je dana funkce:
r—1

T — 2

f(x) = arctan

Urcete:

a) defini¢ni obor

b) rovnici tetny a normdly v bodé z; =1
c) vodorovnou asymptotu

a) DEFINICNI OBOR
D(f) =R —{2}

b) ROVNICE TECNY A NORMALY
Rovnice tecny:

y— f(zo) = fl(xo)(l" — o)

Rovnice normaly:

y—f(l"o):—m(x—l’o)
Uréime derivaci:
Fla) = l-(x—2)—(x—1)-1 1 r—2—-x+1 -1 B
_1—1-(%)2 (x —2)2 _% (—-22  (z-22+@x-12
-1 -1

2 —dr+4+22—22+1 222 —6z+5

hodnota derivace v bodé xg =1 je

-1
/1 . —
F) 2:12-6-1+5
hodnota funkce v bodé zy =1 je
1-1

f(1) = arctan i arctan0 =0

Dosazenim do vzorce najdeme rovnici te¢ny a normaly:

teéna: y—0=-1(z—-1)=>y=1—=x
normadla: y—OZ—%l(:r—l):>y:x—1

¢) VODOROVNA ASYMPTOTA

-1 -1
lim f(x)= _1)11;1 arctan — 5 :arctan( lim ) =

r— Foo x 00 T — x— oo — 2

_oz(l-1)
arctan lim 7“2‘
p

T
e oo (1 2 )—arctan1—4

Vodorovna asymptota: y = 7 pro z — o0
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7 Je dana funkce:

f(x) = arcsin x*

Urcete:
a) defini¢ni obor
b) lokalni extrémy a intervaly monotonie

c) rovnici teény a normaly v bodé x; = \/%

a) DEFINICNI OBOR

z? € (—1,1), tedy D(f) = (-1,1)

b) LOKALNI EXTREMY A INTERVALY MONOTONIE

1 2z
"2)= —/—— 20 = ——
@ V1= (22)? V1-—at
fl(z)=0proxz =0
f'(z) <0 pro z <0, tedy v intervalu (—1,0) je funkce klesajici
f'(z) > 0 pro > 0, tedy v intervalu (0,1) je funkce rostouci

lokéln{ minimum m4& soufadnice [0, 0]

lokaln{ maximum je v krajnich bodech D(f), tedy v bodech F; [—1, g} a Fo {1, g}

¢) ROVNICE TECNY A NORMALY
Rovnice tecny:

y — f(xo) = f'(z0)(z — x0)

Rovnice normély:

1
y — f(zo) f’(:co)(x o)
hodnota derivace v bodé x 1 je
rivace v = —
0 ﬂj
Py 2 V22w
IRVEICOIERVE RIS
hodnota funk bodé !,
odnota funkce v bodé zog = — je
0 \/EJ
1 . 1 1 T
——) = arcsin = arcsin — = —

Dosazenim do vzorce najdeme rovnici teény a normaly:

teéna: v — E - &(m — i)

T T B V2
normala: y — — = —ﬁ(x - L)
S NG V2
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8 Je dana funkce:

Urcete:

a) defini¢ni obor

b) lokalni extrémy a intervaly monotonie

c) inflexni body a intervaly konvexnosti a konkiavnosti

a) DEFINICNI OBOR

2?40 = D(f) =R - {0}

b) LOKALNI EXTREMY A INTERVALY MONOTONIE

e x?—e®-20  e®-x(x—2) e (x—2)
f/(x) = 1 = 1 =

T

f'(z) = 0 pokud: e*(z —2) =0

Protoze e” > 0, musi platit x —2=0=z =2
Znaménko derivace se méni v bodech:

z = 2 (hodnota, pro kterou je nulovy ¢itatel)

2 = 0 (hodnota, pro kterou je nulovy jmenovatel)

v intervalu (—o0,0) a (2,00) je funkce rostouci (f'(x) > 0)

v intervalu (0,2) je funkce klesajici (f'(z) < 0)

2
lokalni minimum: F [2, 64}

c) INFLEXNI BODY A INTERVALY KONVEXNOSTI A KONKAVNOSTI

won (€ (@=2)4+e" 1) -2 —e"(x—2)-32%  e"-a?(x—1)-x—(x—2)-3]  e"(z? -4z +6)
f(il’)— (333)2 - - 4

0 T

f"(x) = 0 pokud: e®(2% —4x +6) =0
Protoze e > 0, musf platit 22 — 4z + 6 = 0. Tento polynom m4 zaporny diskriminant a tedy nem4 redlné kofeny.
Znaménko derivace je v celém D(f) kladné, proto:

funkce je v celém D(f) konvexni a nema4 inflexni body.

9 Ustav matematiky a deskriptivni geometrie



9 Urcete definiéni obor a Taylorav polynom 3. stupné v bodé z; = 1

pro funkci

f(2) = In(2 - 2?)

DEFINICNI OBOR
2-22>0=2>2>= D(f) = (—V2,V2)

TAYLORUV POLYNOM

To(a) = flag) + LN =20 | J oo —wo | S0l wo)"

flzo)=f1)=m((2-1*) —In1=0

f@=g g (W=

F0) = gy (21 = 2 = =2

—-2-(2—22%) - (-2x) - (-22) —4+22%—42%2 —4-— 227

f'@) = (2= 22)2 T @—a22 | (2-12)

 4-2-12 6

R e I E N

" Ay - (2 =222 — (=4 —-22%)-2. (2 =22 - (=22
() = 2 )(@xz; (2 22)- (~20)

iy = Tl eo1) —(—z§2—_21-21)4)-2-(2—1 ) (=2-1) _ —4+61-(—4) o

—4 T — —6-(x — 2 o Az — 3
Ty(z) = 0+ —2 (1! n_ =6 (2! 12, -2 g! 1)

Vysledek:
o l-(z—-1)°

T3(z)=-2-(z—-1)—3-(z—1) 3

10 Ustav matematiky a deskriptivni geometrie



10 Urcete defini¢cni obor a Maclauriniv polynom 4. stupné pro funkci

2

flx) = e

DEFINICNT OBOR
D(f)=R

MACLAURINUV POLYNOM (Tayloruv polynom pro zg = 0)

To(a) = flag) + LENT—20) | P Eo)a—wo | S0l —wo)"

) =€ 20 2m+e" - 2=2e" (22% +1)
F0) =22 (2.0 +1) =20+ 1) =2

(@) =27 - 22 (202 +1) + 267 - da = 2¢” (427 + 6z)
£7(0) =2 (4-0° +6-0) =0

fV(z) = 2% - 2z - (42° + 6x) + 2€$2(12$2 +6)
FV(0) =2 2.0 (4-03+6-0)+2° (1202 + 6) =0+ 12 = 12

0-z 2-22 0-2% 12.-2%
+ +

B(@) =1+ 37+ =5 31 4l
Vysledek:
L4
Ts(x) = 1+1’2+5
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11 Reste soustavu rovnic a pomoci
tenci a pocet reseni

r + 2y —
2 — y +
r — 3y +
3r — 4y +

Frobeniovy véty zdivodnéte exis-

+ 3u = 5
z — 2u
2z — du
3z — Tu = —95

i1l
|
S )

W= N =

-1
-3
—4

-1
1
2
3

31 5 1 2 —1
2] 0 0 -5 3
5|5 1710 -5 3
—71-5 0 —-10 6

upravy:
pront radek vynasobime cislem —2
a pricteme ke druhému radku

pront Tdadek vyndsobime cislem —1
a pricteme ke tretimu Tddku

pruni rdadek vyndsobime ¢islem —3
a pricteme ke cturtému Tddku

Zduvodnéni existence a poctu feSeni podle Frobeniovy véty:
Pro hodnosti matic plati: h(A) = h(A,) = 2 ... soustava mé
Pocet nezndmych: n =4
Protoze: h(A) = h(A,) < n soustava ma nekoneéné mnoho feseni, dvé nezndmé volime jako parametry (n — h(A))

napitklad: u=ta z=s
dopocitame x a y:

dosazenim do druhé rovnice:

3 5 1 2 -1 3 5
81 -10 0 -5 3 —8|-10
—8|/-10 7o o o o 0
~16 | —20 0 0 0 0| 0

upravy:
druhy radek vyndsobime ¢islem —1
a pricteme ke tretimu tddku

druhy rddek vyndsobime cislem —2
a pricteme ke cturtému Tddku

reseni

—b5y+3s—8 = -10
5y = 3s—8t+10
_  3s—8t+10
y = —/5
y = %s — %t +2
dosazenim do prvni rovnice:
r4+2-(3s—3t+2)—s+3t = 5
r = 5—§s+1—§t—4+s—3t
_ i
Vysledek:
1 1 3 8
x:1—gs+gt,y:5s—gt—|—2,z:s,u:t, kde t,s € R
12 Ustav matematiky a deskriptivni geometrie



12 Urcete matice X a Y pro které plati:

2 1 10 1 3
X = Y- — X
4 -3 -1 2 3 —4
PRVNI ROVNICE:
2 1 1 0
(0 )>=(42)
zkracené: A-X = B
vyndsobime inverznf matici zleva: A" '-A-X = A°'.B
X = A''B
Vypocet inverzni matice A~
2 111 0 2 1 10 2 1|1 0
4 =3|0 1 0 —5|-2 1 0 12 -1
uprava: uprava: uprava:
prong radek vyndsobime druhy rddek vyndsobime druhy rdadek vyndsobime
cislem —2 a pricteme éz’slem—% ¢islem —1 a pricteme
ke druhému Tddku k pronimu rddku

& 1 3 1
5 5 10 (4 -2

2 0
0 1

uprava:

Dopocitame matici X:

DRUHA ROVNICE:

zkraceneé: Y-C = X
vyndsobime inverzni matici zprava: Y -C-C7! = X.C7!
Y = X.c!
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Vypocet inverzni matice C~!:

uprava: uprava: uprava:
prond rdadek vyndsobime druhy rdadek vyndsobime druhy rdadek vyndsobime
¢islem —3 a pricteme éz’slem—% cislem —3 a pricteme

ke druhému Tddku k pronimu rddku

Dopocitame matici Y:

Y=X-C'=

(S
7N
W =
\

[N
N~
—

&)=
N
[SCRNTEN
\

— W
N~~~
I
&l
[y
N
[S20N|
—_
— N
"
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13 Uzitim inverzni matice reSte rovnici:

OO =
O =N
— 0 =
I
=~ O
I
—

zkracené: A-X = B
vyndsobime inverznf matici zleva: A" '-A-X = A°'.B
X = A''B
Vypocet inverzni matice A~
1 2 1|1 0 0 1 2 01 0 -1 10 01 -2 5
0o13/010}~(010/01 -3 ]|]~]010/0 1 -3
0 0 1/0 0 1 0 0 1/0 0 1 00 1|0 O 1
uprava: uprava:
treti radek vyndsobime éislem —3 a pricteme druhy Tadek vyndsobime cislem —2 a pricteme
ke druhému rdadku k pronimu rddku
treti rddek vyndsobime éislem —1 a pricteme
k pronimu rddku
Dopocitame matici X:
1 -2 5 1 2 21 19
X=A"1'B=[0 1 -3 0 -1 | = -12 -10
0 1 4 3 4 3
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14 Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory matice :

5
(3

—2
3

)

VLASTNI CISLA:

Reseni rovnice:

|JA—AE| =0

5— A -2
2 s—a| =0
G-MNB=X)—-4 = 0
40-8\—=5A+X2—-4 = 0
A2 —130+36 = 0

13+ 132 —-4-36 _ 13+169—-144 13++25 13+5

A2 = 2 2 2 2
Vlastni ¢isla: Ay =9, Ao =4
VLASTNI VEKTORY:
ResSeni rovnice:
(A= XE)-Z=4

pro vlastni ¢islo Ay = 9:

5—-9 =2\ (= _ 0
-2 8—9 T2 o 0
—4 =2 . I o 0
-2 -1 T2 o 0
—43}1 — 2$2 = 0 o _
—92 — 24 - 0 =x1=tx0 = —2t
Vlastni vektor piislusny vlastnimu ¢éislu A} =9 je ( _25 >7 kde t € R.

pro vlastni ¢islo Ay = 4:

5-4 -2\ (@) _ [0

-2 8—14 To o 0

1 -2 . X1 _ 0

—2 4 xTo - 0

xr1 — 2552 = 0 o o
owy + 4z = 0 = Ty = 8,71 = 28

Vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu Ao =4 je ( 22 ), kde s € R.
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15 Urcete vlastni cisla matice A a k nejmensimu vlastnimu c¢islu urcete
odpovidajici vlastni vektor.

1 3 0
A= 3 —2 —1
0 —1 1
VLASTNI CISLA:
Resen{ rovnice:
|[A—AE| =0
1-A 3 0
3 —2—-A -1/ = 0
0 -1 1-X

(IT=XN(=2=AN1=AN)4+0+0-0—(1-X)—-9(1-)) =
I=N[(2-2N1-X2)—-1-9

(1=X) (2= X421+ 12 —10)

(1= +X-12)

A=XNA+49)A-3)

o O o oo

Vlastni Gisla: Ay =1, Ao = —4, \3 =3

yLASTNi VEKTORY:
Reseni rovnice:

pro nejmensi vlastni ¢islo A = —4:
1—(-4) 3 0 1 0
0 -1 1—(-4) x3 0
) 3 0 1 0
3 2 =1 |- = = 0
0 -1 5 T3 0

Upravime matici:
(prvni fadek vyndsobime éislem —3, druhy fddek vyndsobime ¢islem 5 a secteme)

5 3 0 5 3 0 5 3 0
3 2 -1 |~10 1 5]~ 01 =5
0 -1 5 0 -1 5 0 0 0
5r14+3x2 = 0 :>Z‘1:—%$2 . __§ _1
To—dry = 0 :>$3:%l‘2 = T2 =1an = 5t71'3—5t
_gt
Vlastni vektor piislusny vlastnimu éislu A = —4 je t |, kdeteR.
1
=t
5
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16 Jsou dany body A[l,2,0], B[-1,1,3], C[1,3,—1]. Urcete:
a) délky stran a obsah trojihelniku ABC
b) vnitini Ghly v trojihelniku ABC
c) obecnou rovnici roviny dané body A, B, C

DELKY STRAN:
soufadnice vektoru, které urcéuji strany trojihelnika:

AB=B - A= ), AC=C— A= 1), BO=C—B= (2,2 —4)

délky stran jsou délky téchto vektoru:
a=||BC||= /22 1 22+ (42 =24
b=||AC| = VP F 2+ (-1 =2

¢ = [AB|| = (=2P + (-1P+ ¥ = VI

OBSAH TROJUHELNIKU:
IAB x AC)|

VNITRNI UHLY:
« ... thel urceny vektory zﬁ a 1@
_ AB-AC (=2,-1,3)-(0,1,—1)  —2.04+(-1)-143-(-1) —4 2
| 4B - ||AC]| VL2 V28 VR VA

—
B ... thel uréeny vektory BA a B?

BA-BC  (21,-3)-(2,2,-4) 2-2+41-24(=3) (-4) _ 18 9
T BA|BC Vv Vit V21 V2T 2V2 VB 2V
o= arccos(—\ﬁ),,@ = arccos(zi\/ﬁ),*y =180°—a—-g0

OBECNA ROVNICE ROVINY DANE BODY 4, B, C

ar+by+cz+d=0

normélovy vektor @ = (a, b, c)

normalovy vektor je kolmy k vektorum ﬁ a ﬁ, proto plati:

7= AB x AC = (-2, -2,-2) ~ (1,1,1)
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dosadime souradnice normalového vektoru do obecné rovnice roviny:

l-z+1-y+1-24+4d = 0
r+y+z+d = 0

V hledané roviné lezi dany bod A[l, 2, 0], jeho souradnice dosadime do rovnice roviny a uréime konstantu d:

14240+d=0=d=-3

Obecna rovnice roviny dané body A, B, C je:

z+y+2—-3=0
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17 Jsou dany vektory @ = (1,2,3) a b= (1,2,1). Urcete:
a) vektor 7 délky 5 kolmy k vektorim d a b
b) obsah rovnobézniku daného vektory @ a b

VEKTOR 7

Smér kolmy k vektorum @ a b urcuje jejich vektorovy soucin.

ST
X
S
Il
=y
N DN S
— W
Il
-
~—
[\
\
D
~—
\
<
—
—
\
w
=
+
E
~—~
[\
\
[\
—
I
—
|
jk
N
o
~—

Vektor # bude ndsobkem vektoru (—4,2,0):

F=k-(—4,2,0) = (—4k, 2k, 0)

Velikost vektoru & mé byt 5:

5=#] = /(—4k)?2+ (2k)%+0?
— V16K + 4k2

OBSAH ROVNOBEZNIKU:

S=axb||=v(42+22+0=v20=2V5 7
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18 Urcete objem a vysku ctyrsténu ABCYV.
Al3,5,3|, B[—2,11,-5], C[1,—1,4], V|0,6, 4]

OBJEM CTYRSTENU: . .
V = 2|[AB, AC, AV

Soufadnice vektoru, které uréuji ¢tyfstén:

AB=B - A=(-5,6,-8), AC=C—A=(-2,-6,1), AV =V — A= (-3,1,1)

-5
B30, W) = >

-3

= o O

= —5.(=6) 14 (=2)-1-(=8)+(=3)-6-1—(=3) - (—6) - (=8) —1-1-(=5) — (—2)-6-1 = 30+ 16— 18+ 144 +5+12 = 189

1
V:6~\189| =31,5 7

VYSKA CTYRSTENU:

Objem ctytsténu: V = %S -v = vyska:

Lo

S

Obsah podstavy ¢tyfsténu (obsah trojihelniku):
o _ IAB x 4c|
B 2
i 7 k| B .
ABXxAC =| -5 6 —8|=7-(6—48)— ] (—5—16)+k- (30 +12) = (—42,21,42)
-2 —6 1

— =315 7
2 2 2 2

|AB x AC|| (427 4212+ 42° /3969 _ 63
f _ _ _
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19 Jsou dany vektory a = (1,2, 3), b= (4,1,1), = (2,1,2) Urcete:
a) objem rovnobéznosténu urceného vektory a, b a ¢
b) obsah podstavy urcené vektory d, b a vysku nad touto podstavou

OBJEM ROVNOBEZNOSTENU:

=1-1-2+4-1-342-2-1-3-1-2-1-1-1-2-2-4=24+124+4-6-1—-16= -5
V=[-5=5/

OBSAH PODSTAVY (obsah rovnobézniku):

A A . .

adxb=1 2 3|=7-2-3)—7-(1-12)+k-(1-8)=(-1,11,-7)
41 1

S=ll@axbl=(-1)2+112+ (=72 = V1 + 121 + 49 = V171

VYSKA:

22 Ustav matematiky a deskriptivni geometrie



20 Urcete kolmy primét bodu M na rovinu « danou body A, B, C a
vzdalenost bodu M od roviny a.
M[67 17 _2]? A[lv 17 1]7 B[Sa 27 1]? 0[47 17 2]

OBECNA ROVNICE ROVINY a DANE BODY 4, B, C

ar+by+cz+d=0

normélovy vektor 7 = (a, b, c)

normélovy vektor je kolmy k vektorim ﬁ a R, proto plati:

ﬁ’:zﬁxm

AB=B - A=(2,1,0), AC=C— A= (3,0,1)

!

AB x AC =

=i (1-0)—7-2-0)+k-(0—-3)=(1,-2,-3)

W N =
O =y
_ O

dosadime soufadnice normélového vektoru do obecné rovnice roviny:

L-x+(=2)-y+(-3)-2+d =

0
x—2y—3z+d = 0

V hledané roviné lezi dany bod A[l,1, 1], jeho souradnice dosadime do rovnice roviny a ur¢ime konstantu d:
1-2-1-3-14d=0=d=4

Obecna rovnice roviny dané body A, B, C je: © —2y—32+4=0

PRIMKA k£ KOLMA K ROVINE o BODEM M: k=M +t-7

r = 6 +t
y = 1 -2t
z = =2 =3t

KOLMY PRUMET BODU M NA ROVINU « je prisecik piimky & s rovinou a.

Soufadnice bodu M dosadime do rovnice roviny a:

(6+t)—2(1—2t) —3(-2—-3t)+4 = 0
6+t—-2+4t+6+9t4+4 = 0
14t = -14
t = -1
Hodnotu t = —1 dosadime do parametrického vyjadieni pfimky k:
r = 6 —1 =5
y = 1 =2.(-1) =3
z = =2 =3-(-1) =1

Kolmy prumét bodu M na rovinu « je bod P[5,3,1]
VZDALENOST BODU M OD ROVINY a je délka vektoru P1:

PM =M-P=(1,-2-3)
IPM|| = 12+ (—2)2 + (-3)% = V14

Vzdalenost bodu M od roviny « je v/14.
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21 Oveérte, ze primky p a ¢ jsou ruznobézné a urcete jejich prusecik a

uhel.
P 3r—42z—3 = 0
PRUSECIK:

Parametrické vyjadieni primky p dosadime do rovnic pro piimku ¢:

Dosazeni do prvni rovnice:

2-t)—(1-20)—(3-3)—2 = 0
2—t—1+420—-3+3t—2 = 0

At = 4

t =1

Dosazeni do druhé rovnice:

32—t)—4(3-3t)—3 = 0
6-3t—124+12t—3 = 0
9 = 9
t o= 1

Dosazenim parametrického vyjadieni piimky p do obou rovnic pro pfimku g vychézi stejnd hodnota parametru p,
proto piimky maji jeden spoleény bod, tedy jsou ruznobézné.
Souradnice prusec¢iku R piimek p a ¢ uréime dosazenim hodnoty parametru ¢ = 1 do rovnice piimky p:

r = 2-1 = 1
y = 1-2 = -1 = Piimky jsou riznobézné a maji pruaseéik P[1,—1,0]
z = 3-3 = 0

UHEL PRIMEK
uréime jako thel jejich smérovych vektoru

Smérovy vektor primky p (soufadnice jsou konstanty pred parametrem ¢):

S_p> = (_17 _27 _3)

Smérovy vektor piimky ¢ (soufadnice uréime jako vektorovy soucin):
Z prvni rovnice pifmky ¢ : 7 = (1,-1,-1)
Z druhé rovnice piimky g : n—g = (3,0,—4)

A RS } B}
Se=naxnj=|1 -1 —1|=i-(4=0)—]-(—4+3)+k-(0+3)=(41,3)

30 —4

|55 - 54l (=1,-2,-3) - (4,1,3)]

cosp = = _
[E4RIEAl V(D24 (=2)2 + (=3)2 - VA2 + 12 + 32

=144+ (-2)- 14+ (=3)-3]  [—15 15
V14 /26 V14-v26 V1426
Uhel primek p a ¢:
15
= arccos
7 VT V26
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22 OQOvérte, ze primky p a ¢ jsou rovnobézné a urcete jejich vzdalenost.

r = 243t r = 74 3s
p:y = —1+4t qg: y = 1+4s
z = 2t z = 34 2s

7 parametrického vyjadreni piimek:

Smérovy vektor piimky p : s_; = (3,4,2)
Bod na ptimce p : P[2,—1,0]

Smérovy vektor piimky ¢ : s_q> = (3,4,2)
Bod na pfimce ¢ : Q[7,1, 3]

s_; = s_q> = Primky p a ¢ jsou rovnobézné.

VZDALENOST ROVNOBEZEK

ur¢ime jako vysku rovnobézniku daného vektory s_p) a ]@, kde P je bod na piimce p a @) je bod na pfimce g,
PO=0Q—P=(523)

vyska rovnobézniku :

v:izﬂﬁga
||5p|| HSP”

=7-(4—12)—7-(10—9)+ k- (20— 6) = (—8,—1,14)

[NCRIJVI ]

P
POx5 =[5 2
3 4

IPQx 5 _ VESP+ 17 +1# _ VIS _ o

v = =
15511 V342 1 22 V29

Vzdalenost rovnobézek p a g je 3 j.
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23 Oveérte, ze primky p a ¢ jsou mimobézné a urcete jejich vzdalenost.

xr = t—]_ xr = S
p:y =1 q: y = 3s—1
z = 2t+1 z = 4s+2

7 parametrického vyjadreni piimek:

Smérovy vektor piimky p : s_; =(1,1,2)
Bod na pfimce p : P[-1,0,1]

Smérovy vektor piimky ¢ : s_q> = (1,3,4)
Bod na pfimce ¢ : Q[0,—1,2]

s_p> #* s_q> = Primky p a ¢ nejsou rovnobézné, mohou byt riznobézné nebo mimobézné.

VZDALENOST MIMOBEZEK

urc¢ime jako vysku rovnobéznosténu daného vektory s—;, .s—q> a ]@, kde P je bod na pfimce p a @ je bod na piimce q.
PO=0Q-P=(1,-1,1)

(pokud by vyska vysla nulovd, piimky jsou ruznobézky).

vyska rovnobéznosténu :

V5.5, P4)
S ||3p><3q||

55,50, PO) =

==
W =
— s N
Il

=1-3-1+1-4-14+1-(=1)-2-2-3-1-1-1-1—1-4-(-1)=3+4-2-6-1+4=2

i j k| ) B
XS5 =|1 1 2|=i-4—6)—j-4-2)4+k-3-1)=(-2,-2,2)
1 3 4
5550, PQ]| _ 2 2 2 1

v =

15 x50l V22t (22122 V2 23 3

Piimky jsou mimobézné. Vzdalenost mimobézek p a ¢ je % 7
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