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Matice FCE

Definice

Matici typu (m,n), kde m, n jsou pfirozand ¢isla, rozumime uspofddanou
soustavu m - n &isel zapsanych ve tvaru tabulky do m radkt a n sloupct.
Matici typu (m, n) zapisujeme takto

a1 19 ... Qip
921 929 ... Qop
Am1 Am2 ... Qmn

Cisla a11, a1o, ..., Gm, Nazyvame prvky matice. Prvek leZici v i-tém fadku
a j-tém sloupci znac¢ime a;;. Prvni index se nazyva fadkovy, druhy index
sloupcovy.
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Matice T |FCE|

Poznamky:

® Prvky matice mohou byt redlnd i komplexni &isla.

® Prvky mohou byt i obecnéjsiho charakteru — konstanty, proménné i
funkce.

® My se budeme zabyvat maticemi tvofenymi realnymi ¢isly.

B Znacleni: A, (aij)"m, [az‘j]mm, ||CLZJ||Z1
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Matice FCE

Definice

Necht' A je matice typu (m,n). Je-li m # n, A se nazyva obdélnikova mat-
ice. Je-li m = n, A se nazyva ¢tvercovd matice. Cislo n pak nazyvame
faddem ctvercové matice A. Prvky aii,as,...,a,, tvofi hlavni diagonélu

MY

(ahlopricku) a prvky ain, aspn_1, ..., a1 vedlejsi diagondlu matice A.

Definice

z VM2

Matice typu (1, n) se nazyva fadkova matice (faddkovy vektor), matice typu
(n,1) se nazyva sloupcova matice (sloupcovy vektor).
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Matice FCE

Definice

Ctvercovou matici fadu n nazyvame diagonalni, jestlize viechny jeji prvky
mimo hlavni diagonélu jsou nulové, tj. a;; = 0 proi # j,4,j = 1,2,... ,n.
d 0 ... 0
0 dy ... O
D=1. . . .
0 0 ... d,
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Matice FCE

Definice (pokracovani)

V pfipadé, Ze d; = 1 pro: = 1,2,...,n, se diagondlni matice nazyv4a jed-
notkova matice a znaci se I (pfipadné I)

10 ...0

01 0
E= .

00 ...1
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Matice FCE

Definice

Ctvercovou matici ¥4du n nazyvame dolni resp. horni trojihelnikovou
matici, jestlize vSechny jeji prvky nad resp. pod hlavni diagonélou jsou
nulové, tj. jestlize a;; = 0 pro j > ¢, resp. pro¢ > j,4,j = 1,2,... ,n.

Dolni resp. horni trojihelnikovd matice ma tedy tvar

aiq 0 o0 o0 0 ay; Q2 ... Qip

21 A29 ... 0 0 a922 ... Q9p
resp.

Ap1 Gpo - .. Qpn 0 0 ... apn
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Matice FCE

Definice

Ctvercova matice f4du n se nazyva symetricka, jestlize a;; = aj;, proi,j =
1,2,...,n, tj. prvky symetricky poloZené vzhledem k hlavni diagonale jsou
stejné.

Definice

Ctvercovéa matice ¥4du n se nazyva antisymetrick, jestlize a;; = —aj;, pro
i,7=1,2,...,n, . prvky symetricky poloZené vzhledem k hlavni diagonéle
se li$i znaménkem a vSechny prvky v hlavni diagonale jsou nulové.

Definice
Matici typu (m, n) nazyvame nulova matice, jestlize vSechny jeji prvky jsou
rovny 0, tj. a;; =0proi =1,2,...,m;j =1,2,...,n. Nulovd matice se znaci

0.
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Operace s maticemi FCE

Definice (Rovnost matic)

Dvé matice A = (a;;), B = (b;;) téhoz typu (m,n) jsou si rovny, piSeme
A = B, pravé kdyz odpovidajici prvky jsou stejné, tj. a;; = b;; pro ¢ =
1,2,...,m;3=1,2,...,n.

Definice (Soucet matic)

Jestlize A = (a;j), B = (bi;) jsou matice téhoz typu (m,n), pak souctem
matic A, B rozumime matici C' = (¢;;) typu (m,n), piSeme C = A + B,
jejiz prvky jsou souctem odpovidajicich si prvkd, tj. ¢;; = a;; + b;; proi =
1,2,....0m;5=1,2,....,n.
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Operace s maticemi FCE

Definice (Nasobeni matice ¢islem)

K-nasobkem matice A = (a;;) typu (m, n) rozumime matici C' téhoz typu
jako A, piSeme C = kA, jejiZz prvky jsou k-ndsobky prvki mtice A, tj. ¢;; =
kaij;proi=1,2,...,m;7=1,2,...,n.

Definice

Matice (—1)A se nazyva opa¢nd matice k matici A a oznacujeme ji —A.
Jsou-li A, B matice téhoz typu, pak vyraz A + (—B) se nazyva rozdil matic
A, BapiSeme A+ (—B) =A— B.
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Operace s maticemi FCE

Jsou-li A, B, C libovolné matice téhoZ typu, k, ki, ko libovolnd redlnd Cisla, pak
plati ndsledujici vztahy.

1.

® N Ul W

A+ B =B+ A (komutativni zdkon)

A+ (B+C)=(A+ B)+C (asociativni zdkon)

A+ O = A, kde O je nulovd matice téhoZ typu jako A.

A+ (=A) = O, kde O je nulovd matice téhoz typu jako A.

1-A=A

ki(koA) = (k1ko)A  (asociativni zdkon pro ndsobent ¢islem)

(k14 ko)A = ki A+ koA (1. distributioni zdkon pro ndsobeni matice ¢islem)
k(A+ B) = kA+ kB (2. distributivni zdkon pro ndsobeni matice ¢islem)
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Operace s maticemi FCE

Definice (Soucin matic)

Necht A = a;; je matice typu (m,n) a B = bj; je matice typu (n,p).
Soué¢inem matice A s matici B v daném pofadi rozumime matici C' = ¢,
typu (m,p), piSeme C' = A - B, pro jejiz prvky plati

¢k =Y aiby pro i=1,2,....mik=1,2,...,p.

Jj=1
Pozndmka:
Nasobeni matic obecné neni komutativni, tj. neplati obecné, Ze
A-B=B-A.
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Operace s maticemi FCE

Definice

Ctvercové matice A, B ¥adu n se nazyvaji zaménitelné (komutativni),
jestlize plati A- B = B - A.

Jsou-li matice A, nulovd matice O a jednotkovd matice E Ctvercové matice stejného
vddu n, pak plati

A-0O=0-A=0, A-E=FE-A=A.
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Operace s maticemi FCE

Véta (Zakladni vlastnosti sou¢inu matic)

Necht' A, B, C' jsou matice, k ¢islo. Pak plati ndsledujici vztahy.
1. (A-B)-C=A-(B-C) (asociationi zdikon)
2. k(A-B) = (kA)- B = A-(kB) (asociativni zdkon pro ndsobent soucinu
matic Cislem)
3. (A+ B)-C=A-C+ B-C (1. distributioni zdikon)
4. A-(B+C)=A-B+A-C (2. distributioni zikon)
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Operace s maticemi

Mocnina matice:

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D.

A =F
A2=A.A
A=A A. A
A" = A-A.- .. A
N—_— ——
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Operace s maticemi FCE

Definice (Transponovani matice)

Jestlize
a1 a2 ... Qip
921 929 ... Qop
A=
Am1 Am2 ... Qmn

je matice typu (m,n), potom matici

ayjp a1 ... Ami

12 A29 ... Am2
AT =

A1p A2 ... Amn

typu (n, m) nazyvame transponovana matice k matici A.
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Operace s maticemi

Véta (Zakladni vlastnosti transponovani matic)

Necht' A, B, C jsou matice vhodnijch typii a k redlné Cislo. Pak plati ndsledujici
vztahy.

1. (AT =A 3. (A-C)f=CT - AT

2. (A+B)T=AT + BT 4. (kAT = kAT
Poznamka:

1. Je-li matice A symetricka, potom plati A” = A.

2. Je-li matice A antisymetrickd, potom plati AT = —A.

3. Pro kazdou &tvercovou matici A je A + AT symetrickd maticea A — AT

antisymetrickd matice. ProtoZe plati

1
2

A= (A+AT)+;(A—AT).

T |FCE
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Hodnost matice FCE

Definice

Uvazujme matici

a1 a12 ce Q1n

921 Q99 ... QAgpn
A=

Am1 Am2 ... Qmn

typu (m,n). Hodnosti matice A rozumime pfirozené ¢islo, udavajici max-
imalni pocet linearné nezavislych fadkovych vektorti matice A. Hodnost
matice budeme znacit h(A).

Plati:
0 < h(A) < min(m,n)
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Hodnost matice FCE

Definice

Necht' a;, a3, ..., ax € R" jsou aritmetické vektory. Rikdme, Ze tyto vektory
jsou linedrné nezavislé, jestlize rovnice aya; + asas + - - + azax = o, kde
ay, g, ..., €R, jesplnénajenprooy =g = -+ = ay, = 0.

V opacném piipadé, kdy uvedend rovnice plati, pficemz alespor jedno &islo
a; # 0,1 <1 <k, nazyvaji se tyto vektory a;, as, ..., ax linedrné zavislé.

Vektor b € R" se nazyva linedrni kombinace vektori a;, az, ..., ax € R”,

existuji-li takova redlnd ¢isla 31, B, ..., Bk, Ze plati b = fi1a; + frag + -+ - +
Brax.
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Hodnost matice FCE

Definice

Méjme matici A = a;; typu (m,n). Elementdrnimi dpravami matice A
budeme rozumét kteroukoliv z nasledujicich tprav:

i prehozeni i-tého a j-tého faddku (resp. sloupce);
ii vynasobeni i-tého fadku (resp. sloupce) nenulovym cislem;
iii pric¢teni k-ndsobku i-tého rddku (resp. sloupce) k j-tému fadku (resp.
sloupci).

Poznamka:
1. Pokud upravujeme jen fadky, hovofime o fddkovych tpravéch, ana-
logicky zavadime sloupcové tpravy.
2. Jestlize matice B vznikla elementdrni tpravou matice A, pouzividme
pro oznaceni vztahu mezi nimi znacku A ~ B.
3. Pomoci elementarnich tprav pfevddime matici A na tzv. schodovitou
matici B = b;; téhoZ typu (m,n).
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Hodnost matice FCE

Véta
Elementdrni ipravy matice neménti jeji hodnost.

Véta
Pro kazdou matici A plati h(A) = h(AT), tj. hodnost matice se rovnd hodnosti
transponované matice.

Definice
Ctvercovéa matice A ¥adu n se nazyva regularni, jestlize plati h(A) = n, 4.
jestliZe jeji hodnost je stejnd jako jeji fad. Neni-li matice A reguldrni, fikdme,
Ze je singuldrni. Pak h(A) < n a ¢&islo n — h(A) se nazyva defekt (nebo téz
nulita) matice A.
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Systémy linearnich algebraickych rovnic FCE

Definice

Systém m linedrnich rovnic o n nezndmych x4, zo, ..., z, ma tvar

anry + apres + -+ apr, = b

a911 -+ 9279 9 oo I Aonly, = bg

Gm1%1 + GmaT2 + 0+ GmpZn = b,
kde ¢islaa;; € R, ¢ =1,...,m, j = 1,...,n jsou koeficienty u nezndmych
x1, X, ..., T, € Ra &isla by, by, ..., by, € R jsou absolutni ¢leny daného

systému.

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAA008 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 23 /32



Systémy linearnich algebraickych rovnic FCE

Definice (pokracovéni)

Matici koeficientt

11 Q12 - Qip

Q21 Q22 - Q2p
A=

Am1 Am2 - Amp

nazyvdme matici soustavy. Pfiddme-li k ni sloupec absolutnich ¢lenti
(pravych stran), ziskame tzv. rozSifenou matici soustavy

a1 @iz - Qi | by

a1 Gz -+ Qo | Do
A, =

Am1 Qm2 - Amp bm
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Systémy linearnich algebraickych rovnic FCE

Definice (pokracovéni)

Oznacime-li vektor neznamych

X = )

vektor pravych stran

muZeme soustavu psat v maticovém tvaru
A-X =B.
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Systémy linearnich algebraickych rovnic FCE

Definice

Je-li alespori jeden z absolutnich ¢lenti rizny od nuly, nazyva se soustava
A - X = B nehomogenni. Jestlize by = by = --- = b,, = 0, hovofime o
homogenni soustavé.

Problémy:
1. Je systém feSitelny?
2. V pripadg, Ze je feSitelny? Kolik mé4 feSeni?
3. Jak ur¢it vSechna feSeni?

Definice

Uspotddanou n-tici ¢isel X = (r1,rs,...,7r,) nazyvame feSenim systému
A - X = B, jestliZze po dosazeni ry za x1, 72 zZa 3, ..., T, zax, d0o A- X = B
dostaneme m identit.
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Systémy linearnich algebraickych rovnic FCE

Véta (Frobeniova / Kroneckerova-Cappeliova véta)

Systém linedrnich algebraickych rovnic A - X = B md feseni, prdvé kdyz matice
soustavy a rozsitend matice soustavy maji stejnou hodnost, tj. h(A) = h(A,) = h.
Pro h = n md systém prdvé jedno tesent; pro h < n md systém nekonecné mnoho

fesent, pricemz hodnoty vhodnijch n— h nezndmyjch Ize libovolné volit jako parame-

try.
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Systémy linearnich algebraickych rovnic FCE

Necht’ je din systém S linedrnich algebraickych rovnic A - X = B. Utvoime ze
systému S novy systém S’ pomoci ndsledujicich iiprav.

1.

ov B

Vymeénime vzdjemné dvé rovnice systému S.

2. Ndsobime nékterou rovnici systému S ¢islem k # 0.
3.
4. Pricteme k jedné rovnici systému S libovolnou linedrni kombinaci ostatnich

Pticteme k jedné rovnici systému S k-ndsobek jiné rovnice systému S.

rovnic systému S.
Ptipojime k systému S rovnici, kterd je linedrni kombinaci rovnic systému S.

Vynechdme v systému S rovnici, kterd je linedrni kombinact ostatnich rovnic
systému S.

Pak oba systémy S a S" maji stejnou mnoZinu reseni
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Systémy linedrnich algebraickych rovnic

Poznamky:

1. Na tomto principu spocivd Gaussova elimina¢ni metoda feSeni sys-

tém linedrnich algebraickych rovnic.

2. Systém pfevedeme na schodovity tvar.

3. Rozhodneme o existenci a poctu feSeni.

4. Zpétny vypocet mtiZzeme provadét také pfimo v matici A,
tzv. Jordanova metoda.
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Systémy linearnich algebraickych rovnic r|FCE

ReSeni homogennich systém:
= UvaZujme homogenni soustavu m linedrnich algebraickych rovnic pro
nnezndmych A - X = O, {j.

a1 + 12T + -+ AipnTy, = 0
a91T1 + Q%9 + -+ +  Qopk, = 0
Am1T1 + GpaZTs + 0+ QppTy = 0

® Tato soustava ma vzdy feSeni, protoze h(A) = h(A4,).
® Je-li h(A) = n, pak ma systém jediné feSeni X = (0,0,...,0) tzv. nulové
neboli trividlni feSeni.

® Je-li h(A) < n, pak ma soustava nekone¢né mnoho feseni, kterd zdvisejf
na n — h parametrech.

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAA008 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 30 /32



Systémy linearnich algebraickych rovnic FCE

Véta
Homogenni soustava A - X = O n rovnic o n nezndmyjch md netrividlni 7eSent,
prdavé kdyz determinant soustavy je roven nule, tj. |A| = 0.
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Dékuji za pozornost!
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