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Inverzni matice T |FCE|

Motivace:

UvaZujme maticovou rovnici A - X = B, kde A, B jsou dané matice a X
je matice s neznamymi prvky. Kdyby existovala matice A~! s vlastnosti
A~'. A = F, kde E je jednotkové matice, mohli bychom danou maticovou
rovnici feSit takto:

A-X=B
A1 (A-X)=A"1-B
(AP A).-X=A"1.B
E-X=A"1B
X=A1.B
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Inverzni matice FCE

Definice
Necht' A je dané ¢tvercova matice. Existuje-li matice Z tak, Ze plati A - Z =
Z - A = FE, kde E je jednotkova matice, nazyvdme Z inverzni matici k dané
matici A a znac¢ime Z = A~

Véta
Inverzni matice k matici A existuje, prdvé kdyz matice A je requldrni.

Véta
Necht’ A je requldrni matice. Potom k ni existuje prdvé jedna inverzni matice.
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Inverzni matice FCE

Necht” A, B jsou requldrni matice stejného vddu a k # 0 redlné ¢islo. Pak plati

1. Inverzni matice k jednotkové matici je jednotkovd matice, tj. E~' = E.

2. Jestlize A~ je inverzni matice k matici A, je obrdcené A inverzni matice k
matici A7%, tj. (A7H) 7= A

3. Transponovand inverzni matice je rovna inverzni matici k transponované
matici, tj. (A~1)T = (A7)~

4. Inverzni matice k matici ndsobené nenulovym cislem je rovna inverzni matici

1
ndsobené pievrdcenou hodnotou tohoto &isla, tj. (kA)™! = EA’l, k #0.

5. Inverzni matice k soucinu dvou matic je rovna soucinu jejich inverznich matic
v obrdceném pofadi, tj. (A- B)™' = Bt . A~L,
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Inverzni matice T |FCE|

Metoda vypoctu:

= NapiSeme vedle sebe danou ¢tvercovou matici A a jednotkovou matici
E stejného fadu.

® Na takto vzniklou matici jako celek aplikujeme elementdrni fadkové
upravy.

= Dostaneme na misté matice A jednotkovou matici E. Protoze £ = A™!-
A, na pravé strané bude matice inverzni.

(A|E)
(A1 - AlA; - E)
(Ay- Ay - A|As - A, - E)
]
(Ay- ... Ay A A|A, .. Ay A - E)

E A-1
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Inverzni matice FCE

Priklad 2.1

Vypoctéte inverzni matici k matici A metodou elementédrnich fadkovych
uprav a ovéfte spravnost vysledku, jestlize:

10 2
A=12 1 -1
11 2

Ptiklad 2.2

Vypoctéte inverzni matici k matici A, jestliZe:

10 2
A=12 1 -1
11 -3
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Maticové rovnice T |FCE|

Uloha feSit maticovou rovnici o jedné nezndmé X, znamena najit takovou
matici X, kterd, dosazena do maticové rovnice, ji pfevede po provedeni naz-
nacenych pocetnich operaci s maticemi na rovnost dvou matic.

® 7 maticové rovnice osamostatnime nezndmou matici X.

® Neznamou matici X vypocteme.
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Maticové rovnice FCE

Ptiklad 2.3

Reste maticovou rovnici A- X - B = C, jestlize:

N IS A}
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Determinanty 2. fadu FCE

Definice

Necht' A;;, 7,7 = 1,2 jsou libovolna reédlna ¢isla. Schematu tvaru

aixz a2

)
G21 Qa22

kterému je pfifazeno ¢islo a1; - ags — as; - @12, se nazyva determinant druhého
fadu.

K¥iZové pravidlo:

= a1 * Q22—0A21 * A12.
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Determinanty 3. fadu FCE

Definice
Necht' A;;, 7,7 = 1,2, 3 jsou libovolnd redlnd ¢isla. Schematu tvaru

a11 a2 as

21 G2z A23),

az1 a3z as3
kterému je pfifazeno ¢islo a1 - ago - ass + a1z - a3 - Az + ag - ase - a3
— Q13 - A9 * A31 — Q192 * A21 * 33 — Q923 * A32 * A11, S€ naZ},fVé determinant tietiho
fadu.

Sarrusovo pravidlo: 40 2
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Determinanty 3. fadu FCE

Ptiklad 2.4

Vypoctéte determinant

1 2 -1
0 3 1].
-1 0 2
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Vlastnosti determinantti T |FCE|

1. (Rovnoprdvnost fadka a sloupct) Hodnota determinantu se neméni,
vyménime-li sloupce za fadky (tzv. transponovani) = Plati-li néjaké
tvrzeni pro fadky, plati i pro sloupce a naopak.

2. (O vyméné fad) Vyménime-li v determinantu mezi sebou dva navza-
jem rtizné fadky (sloupce), zméni se znaménko hodnory determinantu.

s N 2

3. Jestlize néktery fadek (sloupec) determinantu obsahuje samé nuly, pak
je hodnota determinantu rovna nule.

4. Hodnota determinantu, ktery ma dva stejné ¥adky (sloupce), je rovna
nule.

5. (O ndsobeni fady ¢islem) Vyndsobime-li néjaky fddek (sloupec) deter-
minantu ¢islem £, pak hodnota vzniklého determinantu je k—ndsobek
hodnoty ptivodniho determinantu.
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Vlastnosti determinantti T |FCE|

6. Je-li néjaky fadek (sloupec) determinantu ndsobkem jiného fadku
(sloupce), ma determinant hodnotu rovnu nule.

Plyne z vlastnosti 4 a 5.

7. Determinant, v jehoZ jednom fadku (sloupci) jsou jako prvky soucty
dvou disel, miZeme nahradit sou¢tem dvou determinantti. Obra-
cené soucet dvou determinantti, které se lisi jen prvky jednoho fadku
(sloupce), mtizeme nahradit jednim determinantem.

8. Hodnota determinantu se nezméni, jestlize k jednomu fadku (sloupci)
pfi¢teme k—ndsobek jiného fadku (sloupce).

9. Hodnota determinantu se nezmeni, pfic¢teme-li k danému radku
(sloupci) linearni kombinaci zbylych fadka (sloupctt). Pfitom na fadky
(sloupce) determinantu pohliZime jako na aritmetické vektory.

Plyne z vlastnosti 7 a 8.

10. Jsou-li v determinantu v8echny prvky nad (pod) hlavni diagonalou
rovny nule, je hodnota determinantu rovna sou¢inu prvka v hlavni di-
agondle.
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Vlastnosti determinantt FCE

Priklad 2.5
Odvod’te vlastnost 5.

Ptiklad 2.6
Odvod’te vlastnost 7.

Priklad 2.7
Odvod’te vlastnost 8.
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Vlastnosti determinantt FCE

Definice

Jestlize |A| = |a;;| je determinant, pak subdeterminantem (minorem) A;;
pfidruzenym k prvku a;; rozumime determinant, ktery vznikne z determi-
nantu |A| vynechdnim i—tého fadku a j—tého sloupce, tj. fddku a sloupce,
ve kterém leZi prvek a;;. Algebraickym dopliikem 4;; prvku a;; rozumime
subdeterminant pfidruZeny k prvku a;; vyndsobeny &islem (—1)"*7. Plati
tedy A;; = (—1)"A,;.

Véta (Laplacetiv rozvoj)

Determinant je roven souctu soucinii prvkii libovolného (ale pevné zvoleného)
radku (sloupce) s prislusnymi algebraickymi dopliiky. Tj.

|A| = Z aijAi; = Z G Al
j i
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Determinanty n—tého fadu FCE

Definice

Necht' a;;,i,7 = 1,2,...,njsou libovolna redlna ¢isla. Schema tvaru
ay; Qa2 ... Qi
|A’ _ a.gl A9o ... QA2p ’
Ap1 Ap2 ... QApp
kterému je ptifazeno &islo a;;A; + aindi + -+ + ainA Z aijAi,i €

{1,2,...,n}, coZ se rovna &islu ay; Ay + agjAg; + -+ apjApj = Zaw i J €

{1,2,...,n}, kde A;; jsou algebraické dopliiky prvka a; v |A| se nazyva
determinant n—tého fadu.
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Vlastnosti determinantt FCE

Ptiklad 2.8

Pro determinant |A| urlete subtedetminant A,; a pfislusny algebraicky
doplnék Ajs, jestlize
a1 G2 13
\A| = |G21 Q22 G23|.
a31 a3z Aasg
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Determinanty n—tého fadu FCE

Véta (Vlastnosti determinantii)

1. Hodnota determinantu se neméni, vyménime-li sloupce za vidky.

2. Vyménime-li v determinantu mezi sebou dva riizné fddky (sloupce), zméni se
znaménko hodnoty determinantu.

Nz

3. Obsahuje-li néktery ddek (sloupec) determinantu samé nuly, je hodnota de-
terminantu rovna nule

2z Nz

4. Determinant, ktery md dva stejné vddky (sloupce), je roven nule.

5. Vyndsobime-li néktery vddek (sloupec) determinantu Cislem k, je hodnota nové
vzniklého determinantu rovna k—ndsobku hodnoty piivodniho determinantu.
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Determinanty n—tého fadu FCE

Véta (Vlastnosti determinantii)

6. Je-li néktery tddek (sloupec) determinantu roven k—ndsobku jiného tddku
(sloupce), je determinant roven nule.

7. Jsou-li A, B, C determinanty lisici se pouze v k—tém vidku (sloupci), pricemz
k—ty tddek (sloupec) determinantu |C| je souctem k—tych vddkii (sloupcii)
determinantii |A| a | B|, pak plati |C| = |A| + |B].

8. Hodnota determinantu se neméni, pricteme-li k jednomu vddku (sloupci)
k—ndsobek jiného ddku (sloupce).

9. Hodnota determinantu se neméni, pricteme-li k danému vddku (sloupci)
linedrni kombinaci zbylych vddkii (sloupcit).

10. Jsou-li v determinantu vsechny proky nad (pod) hlavni diagondlou rovny nule,
je hodnota determinantu rovna soucinu prokii v hlavni diagondle.

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAA008 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 20/ 26



Determinanty n—tého fadu FCE

Priklad 2.9

Vypoctéte determinant pomoci Laplaceova rozvoje, jestlize

31 1 -1
21 0 1
4 2 -3 5
6 1 -2 0

Priklad 2.10

Vypoctéte determinant pomoci pfechodu na schodovity tvar, jestliZze

31 1 -1
21 0 1
4 2 -3 5
6 1 -2 0
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Uziti determinantt FCE

Definice

a1 Ai2 ... Qip
Qo1 G2 ... Qo2n | P . K. A g
Necht A = . . . | je ¢tvercova matice n—tého fadu. Matice
Qp1 Qp2 ... Gpp
éll éQl énl
A Ay Apo — L . .
, , kde A;; je algebraicky doplnék prvku a;;, se nazyva
Zln ZZn OO0 Znn
adjungovana matice k matici A a oznacuje se adj A.
Poznamka:
Plati

adjA = (A;;) = (Ai;)".
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Uziti determinantt FCE

Necht" A je ¢tvercovd matice, pFicemz hodnota jejiho determinantu |A| je riiznd od
nuly. Pak matice

At ~adjA

14

je inverzni matice k matici A.

Ctvercovd matice A je regularni, jestliZe hodnota jejiho determinantu je riiznd od
nuly. Jestlize |A| = 0, je matice A singuldrni.
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Uziti determinantt FCE

Necht” A, B jsou ¢tvercové matice n—tého 7ddu a k libovolné redlné cislo. Pak
plati ndsledujici vztahy.

1. Jestlize A = B, pak |A| = |B|.
2. |[kA| = k™A
3. |AT| = |A|.
4. |A-B| =|4]-|B.
1
5. |[ATH = =
A7 A

Inverzni matice ke Ctvercové matici A existuje, pravé kdyZ matice A je regquldrni.
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Systémy linearnich algebraickych rovnic FCE

Véta (Cramerovo pravidlo)

Necht’ determinant matice soustavy A - X = B je riizny od nuly, tj. |A| # 0. Pak
md dand soustava rovnic prdvé jedno fesent

A
X = (z1,29,...,2,), kde x; = %,i: 1,2,..

Pritom |A;| jsou determinanty vzniklé z determinantu |A| nahrazenim i—tého
sloupce sloupcem absolutnich c¢lenii.

*
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Dékuji za pozornost!
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