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Linearni prostor, baze a dimenze FCE

Definice
Mnozinu M = {z,y,%,...} nazveme (redlnym) linedrnim prostorem,
kdyz

22 YyeEM=—=zxz+yeM

(na M je definovano scitani prvkia),
aceRreM—areM

(na M je definovano nasobeni skaldrem o € R),

pro kazdé z,y € M, o € R a operace sc¢itdni a ndsobeni skaldrem jsou pro
kazdé z,y,z € M akazdé a, f € R vazany axiomy:
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Linearni prostor, baze a dimenze FCE

Definice (pokracovéni)

n x+y=y+=x,
2. (x+y)+z=x+(y+2),
I3. existuje nulovy prvek o € M takovy, Ze z + 0 = z,

I4. ke kazdému prvku z existuje opacny prvek —z tak, Ze plati z+(—xz) = o,
Im. 1-x=uzx,

2. a(Bz) = (af)z,

I13. (a+ B)z = azx + Pz,

4. oz +y) = ax + oy.

Poznamka:
Kolinearita (nekolinearita) a komplanarita (nekomplanarita) se zobectiuji v
linedrnim prostoru na tzv. linedrni zavislost (linedrni nezavislost) vektort.
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Linearni prostor, baze a dimenze FCE

Definice

Jsou-li ¥y, s, ..., @, vektory a ¢, co, . . ., ¢, € R &isla, pak vektor
f261f1+02f2+"'+6nfn

nazveme linedrni kombinaci vektort ¥, 75, . . . , Z,,.
Vektory 7, 75, ..., Z, nazveme linedrné nezavislé, kdyz

a1+ e+ -+ cepp=0=c1=c==¢, =0

. Zadny z vektorti nelze zapsat jako linedrni kombinaci vektori zbyva-
jicich. V opa¢ném piipadé jsou vetory 1, @, . . . , &), linedrné zavislé.
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Linearni prostor, baze a dimenze FCE

Definice

Vektory &, 75, ..., Z, tvofi bazi linedrniho prostoru M, kdyZ jsou linearné
nezavislé a kazdy dalsi vektor ¥ € M jejiz jednoznacnou linedrni kombinaci
vektord 7y, @, . . ., Ty, 4.

T e M:fzclfI—FCQfQ—l—"'—'—Cnfn (61,02,...,Cn ER)
Pocet n vektor(i baze se nazyva dimenze linedrniho prostoru M a koefi-

cienty ¢, cs, . . ., ¢, € Rlinedrni kombinace ¢, 7 +coZ2+- - - +¢, T, se nazyvaji
soufadnice vektoru Z v uspofddané bazi (7, 75, . .., Z)).
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Linearni prostor, baze a dimenze FCE

Piiklad 5.1

Urdete linearni zavislost & nezavislost vektortt @ = (—3,0,2), b =
(2,1,—4),¢= (11,-2,-2).

Piiklad 5.2
Uréete linedrni zavislost & nezavislost vektorti @ = (1,0,7), b = (—1,2,4),
g=(3,2,1).

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAA008 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 7 /24



Vektory v ortonormaln{ bazi FCE

Necht' (€}, €, €3) je uspofddana pozitivni soustava vzajemné kolmych
(€; - €5 = 0 proi # j) ajednotkovych (||¢;|| = 1) vektorti (i, 5 € {1,2,3}).
Sestavime-li pro a;, as, 3 € R rovnici

04151 + Oégéé + 05353 = 5,

pak postupné skaldrni ndsobeni rovnice vektory €7, €3, €3 vede k vysledku
1 = Qg = (g3 = 0.

pro ei:

Qaq 51 '51 +@2€2'é}+0(3€3'€1 :651 = Q7 =0
—— —— W =
o1 g g i
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Vektory v ortonormdlni bazi r|FCE

Vektory €1, €3, €3 jsou proto linedrné nezavislé, tvoii tzv. ortonormalni bazi
E= <€17 527 53)
prostoru V (E;) a kazdy vektor & € V(Es) je jejich linedrni kombinaci

T = .1'151 + $2€2 + %353 (iCl,.I'Q,Ig € R)

® Ortonormélnich bazi je v prostoru V(E;) nekonecny pocet, 1isf se od
sebe posunutim a oto¢enim soustavy.

® Vzdy uvaZujeme jednu konkrétni soustavu, ke které se vtahuji sourad-
ncice vektoru ¥ € V(E;).
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Skalarni sou¢in v ortonormalni bazi FCE

6 . b = (a1€1 -+ aggg + a3€3) . (blgl -+ 6252 + b353> =
=abi €1 - €1 +arby el - € +arbser - ez +
—— —— ——
1 0 0
= agbl 52 : 51 —l—a2b2 52 : 52 +azbg 52 o 53 ==
N—_—— N—_—— N—_——
0 1 0
i Cl3b1 €3 : 51 +a3bg 53 : 52 +a3b3 53 . 53 =
—— —— ——
0 0 1
= a1b1 - a2b2 = (Igbg.
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Skalarni soudin v ortonormalni bazi FCE

Pro vektory @ = a1€) + as€5 + az€s, b = bi€) + ba€s + bges v ortonormalni
bézi E jsme ziskaly:

|
a- g: a1b1 i agbg ol a3b3
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Vektorovy soudin v ortonormalni bazi FCE

— — —

2 = €3 X €1

DL
Il
3
X
I\?l

—

€] = €y X €3

STl
X
Sal
|

= ((1151 == a2€2 -+ a3€3) X (blgl ar bggz ar bggg) =
= a1b1 51 X 51 +(11b2 51 X gg —|—a1b3 51 X gg +
N—— N—— N——

o €3 —€o
R

+ agby €3 X €1 +agby €5 X €5 +asbs €5 X €3 +
—— ——— S———

—é3 o) €1
oy Clgbl 53 X 51 +a3b2 €3 X 62 +a3bg 53 X gg =F
N—— N—— ~——
€2 —€1 0

= (a2b3 — agbz)€1 + (a3b1 — albg)€2 + ((Ilbg — &le)gg.
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T |FCE

Vektorovy soucin v ortonormalni bazi

Pro vektory @ = a1€) + as€5 + az€s, b = b1€) + ba€s + bges v ortonormalni

bazi E jsme ziskaly:
_________________________________________________________

—

€1 € €3
axb= ay Qa2 ag|l =
bi by b3

DLl
+ +
A
S
5
=
[\V)
I
S
[\
S
s
~—
S0
|

— (agbg — a3bz)€1 (a1b3 — agbl)
= (agbs — asbs)ér + (asby — a1bs)és
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Smyseny soucin v ortonormalni bazi

@,b,d =

ST
—

S

X
)

Cf: gX c= (blgl -+ bggg -+ b3€3) X (Clgl —+ C2€2 -+ 63€3> =
= (bgCg — bgcg)gl + (bgCl — b103)€2 + (blcg — bgcl)gg =
—_————— —_———— ————
d1 da ds3
= dy€1 + da€s + d3éj.

@-(0x3) =a-d= (018 + 028 + a383) - (d1& + do@ + d33) =
= a1d1 ol a2d2 ar (Lgdg =

= CL1(b203 — 6302) + ag(bgcl — b103) + a3(b102 — bQCl) =

= a1b203 T a2b301 + a3b102 — GlbgCQ — a2b103 — Clgbgcl.
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Smyseny soucin v ortonormalni bazi FCE

Pro vektory @ = a1€ + as€5 + as€s, b = bi€) + baes + bses,
€= 161 + 265 + c3€5 v ortonormadlni bazi E jsme ziskaly:

a; a as
[@,b,d =|b; by bs
€1 C2 C3
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Smérové kosiny FCE

Definice

Uhly «, 3,7, které svird vektor @ s vektory ortonormadlni baze (&, e, €3)
nazyvame smeérovymi thly vektoru, kosiny smérovych thlt nazyvame
smérovymi kosiny vektoru a, takZe

cos v = cos £(d, ey), cosf = cosZ(d,e), cosy=cosZ(d,es).

U
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Smérové kosiny FCE

—

Soutadnice (ai,as,as) vektoru a vzhledem k bdzi (€, ¢, ¢e3) jsou skaldrnimi
souciny tohoto vektoru s ptislusnymi vektory bdze, tedy

ay=da-€e1, Gy =4a-ey, a3=4a-e3

a pro smérové kosiny vektoru a plati

—_

(cos o, cos 3, cosy) = w(al, as, as).
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Smérové kosiny

Diikaz:
a; =a-é = ||d||lcos Z(a,e)) = |d]| cosa,—> cosax = “C;j”,
ag = a- ey = ||d||1cos £(a, ;) = ||dl| cos 5,=> cos f = “C;QH,
a3 =i & = ||||1cos £(d@, &) = ||| cosy, = cosy = HC;”
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Smeérové kosiny FCE

Soucet ¢tvercii smérovijch kosinii vektoru d je roven jedné, tj.

cos? o + cos® B+ cos®y = 1.

Diikaz:

2 @ a P,
R TR TR FE

cos? o 4 cos? 3 4 cos? y =
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Smérové kosiny FCE

Smérové kosiny vektoru a jsou soutadnicemi prislusného jednotkového vektoru @ °.

Diikaz: Pro jednotkovy vektor @° vektoru @ = a,€; + az€ + ases plati’

—

a . aq 5 Qo
lall — flall all

= coS €] + coS 3 €3 + cos 7y €3.

a3

€y 4+ —
]|

- €3,
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Vektory v souradnicové soustavé prostoru E; FCE

_________________ ______________________________
Zvolime-li v E3 pevny bod O a usporddanou pozitivni ortonormélni bazi
(€1, €3, €5) ve V(E3), pak dostaneme tzv. kartézsky soufadnicovy systém a
oznacujeme jej (O, €1, €, €3). Bod O nazyvame poéatkem a pfimky urcené
bodem O a postupné vektory €, é&;, €3 nazyvame soufadnicovymi osami
x,y,z. Je konvence oznacovat tuto specidlni bazi jako ({, j’, IZ) namisto
<€1, 52, €3> °

2 A= (4, Y4, 24]
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Vektory v souradnicové soustavé prostoru E; FCE

_________________________________
S kazdym bodem A je moZzné uvazovat polohovy vektor (radiusvektor)

= Vi = = =
A =0A=uza +yaj) + zak
i o S A
bodu A. Zapis vektoru ¥ = OA budeme zkracovat na tvar
P~ - - =
OA =zt +yaj + zak = (Ta,ya, 24),

¢isla x4, ya, 24 nazveme soufadnicemi bodu A a piSeme A = [z 4, Y4, 24].
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Vektory v souradnicové soustavé prostoru E; FCE

e
Dvéma rtznymi body A = [x4,ya, 24], B = [z5,YB, 28] je pak urfen vektor:

AL = OB — OA
= (xp — OCA);-F (yp — yA)j'+ (2 — ZA)E

= (l‘B — XA, YB — YA, 2B — ZA)~

A
AB

£l

—

Ob
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Dékuji za pozornost!
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