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Linearni prostor, baze a dimenze T|FCE

Definice

Mnozinu M = {z,y,z,...} nazveme (redlnym) linedrnim prostorem,
kdyz
r,YyeM —x+ye M

(na M je definovéano sc¢itani prvki),
aeERreM —are M

(na M je definovano ndsobeni skalarem a € R),

pro kazdé x,y € M, a € R a operace s¢itdni a ndsobeni skaldrem jsou pro
kazdé z,y,z € M akazdé a, 8 € R vazany axiomy:
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Linearni prostor, baze a dimenze T|FCE

Definice (pokracovani)

. r+y=y+uz,

2. (z4+y)+z=z+(y+2),

I3. existuje nulovy prvek o € M takovy, Ze z + 0 = z,

[4. ke kazdému prvku z existuje opacny prvek —z tak, Ze plati v+ (—x) = o,
Im. 1.-x =z,

2. a(fzr) = (ab)z,

3. (a+ B)xr = ax + Pz,

4. a(x +y) = ax + ay.

Poznamka:
Kolinearita (nekolinearita) a komplanarita (nekomplanarita) se zobecriuji v
linedrnim prostoru na tzv. linedrni zavislost (linedrni nezavislost) vektoru.
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Linearni prostor, baze a dimenze T|FCE

Definice

Jsou-li 73, @, ..., %, vektory a ¢y, co, ..., ¢, € R &isla, pak vektor
f:lel+Cng+"'+Cnfn

nazveme linedarni kombinaci vektort 71, @5, ..., Z,.
Vektory 7, @5, ..., ¥, nazveme linedrné nezavislé, kdyz

013_9’1+023_3’2—|—---—|—cnfn:5<:>01202:---:Cn:0

tj. Zadny z vektor(i nelze zapsat jako linedrni kombinaci vektorti zbyva-
jicich. V opa¢ném piipadé jsou vetory z;, Zs, . . ., &), linedrné zavislé.
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Linedrni prostor, bdze a dimenze FCE

Definice

Vektory 71, %5, ..., 7, tvofi bazi linedrniho prostoru M, kdyz jsou linedrné
nezavislé a kazdy dalsi vektor ¥ € M jejizjednozna¢nou linedrni kombinaci
vektort 71, T, . . ., Ty, §j.

.’EEMﬁf:lel—I—Cgfg—i—“'—l-Cnfn (Cl,CQ,...,CTLER).

Pocet n vektori baze se nazyvd dimenze linedrniho prostoru M a koefi-

cienty ¢y, co, . . ., ¢, € Rlinedrni kombinace ¢, 422+ - - -+ ¢, @), se nazyvaji
soufadnice vektoru 7 v uspofddané bazi (z, Zs, . .., Zp).
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Linedrni prostor, baze a dimenze FCE

Ptiklad 5.1

Urcete linearni zavislost & nezavislost vektortt @ = (—3,0,2), b =
(2,1, —4), &= (11, -2, —2).

Priklad 5.2

Urcete linearni zavislost & nezéavislost vektord @ = (1,0,7),b = (—1,2,4),
c=(3,2,1).
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Vektory v ortonormalni bazi FCE

Necht’ (€7, €3, €5) je uspofddana pozitivni soustava vzdjemné kolmych
(€; - €, = 0 pro i # j) a jednotkovych (||€;|| = 1) vektorti (¢, j € {1,2,3}).
Sestavime-li pro ay, as, 3 € R rovnici

(1151 + 04252 + 04353 = 5,

pak postupné skaldrni ndsobeni rovnice vektory €7, €3, €5 vede k vysledku
a1 — Qg = (3 = 0.

a1 51'51 +a2€2-51+a3€3-€1 :551 :>041 ZO
—— —— ——" ~——
I 2=1 0 0 0
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Vektory v ortonormalni bazi FCE

Vektory €1, €3, €3 jsou proto linedrné nezavislé, tvori tzv. ortonormalni bazi
E — <517 52, 53>
prostoru V (Es) a kazdy vektor € V(E;) je jejich linedrni kombinaci

T = x1€] + 1965 + T3€3 (331,5132, T3 € R)

® Ortonormdlnich bazi je v prostoru V(E;) nekonecny pocet, 1isi se od
sebe posunutim a oto¢enim soustavy.

® Vzdy uvaZujeme jednu konkrétni soustavu, ke které se vtahuji soutad-
ncice vektoru ¥ € V(E3).
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Skaldrni souéin v ortonormalni bazi FCE

a-b=(a1€1 + az€s + as€s) - (b1€1 + baes + bses) =
= a1b1 51 o 51 +a162 51 o 52 +CL1b3 51 o 53 aF
—— —— ——
1 0 0
aF agbl 52 0 51 —|—CL2b2 52 0 52 +CL2[)3 52 o €3 =F
—— —— ——
0 1 0
+ ashy €5 - €1 +asby €3 - €3 +asbs €5 - €5+
—— ~—— ——
0 0 1
= a1b1 + a2b2 + a3bg.
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Skaldrni souéin v ortonormalni bazi FCE

Pro vektory @ = a;€1 + a2€5 + as€s, b = bi1€1 + ba€y + bses v ortonormalni
bazi E jsme ziskaly:

|
a - g: a1b1 + a2b2 + a3b3
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Vektorovy soudin v ortonormélni bazi T|FCE

— — —

2 = €3 X €1

D
I
Ayl
X
D

51 = gg X 63
e ——
axb= (@151 = aggg aF a3€3) X (blgl =F b2€2 =F b3€3) =
= albl 51 X 51 —|—Cl1b2 51 X 52 —|—CL1b3 51 X 53 +
S—— S—— S——

— -

o 3 —éo

€
= CLle 52 X 51 —|—a2b2 52 X € —|—a2b3 52 X 53 =F
—— —— N——

—53 o 61
+ a3b1 53 X 51 —|—a3b2 53 X 52 +a3bg 53 X 53 +
—— H:_/ —

€2 —e1 o

= (agbs — asbs)er + (asby — a1b3)és + (a1bs — agby)és.
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Vektorovy soudin v ortonormélni bazi T|FCE

Pro vektory @ = a;€1 + a2€5 + as€s, b = bi€; + ba€y + bszes v ortonormalni
bazi E jsme ziskaly:

— — —

€1 €2 €3
axb= ar ag as| =
by by b3

(a2b3 — a3b2)€1 — (Cleg — a3b1)€2 F (albg — azbl)é}, =

= (agbs — asby)er + (asby — arbs)és + (arby — asby)es
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Smys$eny soucin v ortonormalni bazi T|FCE

Ci: gX C = (blgl + bggg == b3§3) X (0151 = 0252 =F Cgé},) =
= (6263 — bgcg)gl - (b301 — b163)€2 - (blc2 — szl)gg =
—— —_—— —_——
dq do ds3
= di€] + d2€ + dses.

i-(bx &) =a d= (118 + 028 + a363) - (d1€, + da@ + ds3) =
= a1d1 + a/2d2 + a3d3 =
= a1 (b263 — b3C2> + CLQ(b3Cl — blcg) 4 &3(b102 — bQCl) =

= ClleCg + a2b301 == a36102 — a1b302 — a2b103 — &36261.
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Smyseny soucin v ortonormdalni bazi FCE

Pro Vektory a= a1€1 + a2€2 + CL3€3, b= b1€1 + 6252 + b3€3,
C = C1€]1 + 263 + c3€3 v ortonormdlni bazi E jsme ziskaly:

a; as as
[@.5,d = by by b
€1 C2 C3
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Smérové kosiny T|FCE

Definice

Uhly «, 5,7, které svird vektor @ s vektory ortonormdlni baze (e, €3, €3)
nazyvame smérovymi thly vektoru, kosiny smérovych thlt nazyvame
smérovymi kosiny vektoru a, takze

cosa = cos Z(d,€1), cosf = cosZ(a,ey), cosy = cosZ(d,es).

S
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Smérové kosiny T|FCE

Véta
Soutadnice (ay,as,as) vektoru da vzhledem k bdzi (€, és,€3) jsou skaldrnimi
souciny tohoto vektoru s prislusnymi vektory bdze, tedy

— - = - -

a1 =a-€, ay=20a-€y, a3=4a:-Ee€;3

a pro smérové kosiny vektoru a plati

(cosa, cos B,cosy) = —=(ay, as, as).

1
|
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Smérové kosiny

Diikaz:
ay =+ & = ||d||1cos £(d, &) = ||d]| cos 0, = cosar = HC?TI
iy =% = |1 cos £(,) = ] cos §, = cos f = .
o = 75 = |1 cos £(3,8) = ] s, = cos = 0
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T|FCE

Smérové kosiny

Soucet ¢tvercii smérovijch kosinii vektoru a je roven jedné, tj.

cos? a + cos? 3 + cos® vy = 1.

Duikaz:

2 2 2 112
2 2 2 ay ay a3 all
cos“a+cos“f+cos’y=-——FS-4+ =S5+ =5 =535 =1
lall* ~ llall* ~ llal*  [laf]?
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Smérové kosiny T|FCE

Smérové kosiny vektoru @ jsou soutadnicemi prislusného jednotkového vektoru a °.

Diikaz: Pro jednotkovy vektor @° vektoru @ = a1€1 + a2€> + azés plati’:

—

0 a ar az as
a === 157 €1 oy €2+ oo €s,
lafl  flall all all
= cos « €1 + cos 3 €3 + cosy €3.
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Vektory v soufadnicové soustaveé prostoru E; T|FCE

e
Zvolime-li v E; pevny bod O a uspofadanou pozitivni ortonormélni bazi

(€1, €, €3) ve V (Es3), pak dostaneme tzv. kartézsky soufadnicovy systém a
oznacujeme jej (O, €1, €, €3). Bod O nazyvame pocatkem a pfimky urcené
bodem O a postupné vektory €3, €2, €5 nazyvame soufadnicovymi osami
x,y,%z. Je konvence oznacovat tuto specidlni bazi jako (Z, ;’, E> namisto
(€1, €y, €3).

z A = [z, Y4, 24]

i

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAAQ08 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 21 /24



Vektory v soufadnicové soustaveé prostoru E; T|FCE

- 00000]
S kazdym bodem A je moZné uvaZovat polohovy vektor (radiusvektor)

o — = - =
Ta=0A=2xa1+yasj] + 24k

—
bodu A. Zapis vektoru 7 = OA budeme zkracovat na tvar

— - - =
OA = XAl + Yya) + ZAkj — ($A7yA7 ZA))

C¢isla x4, ya, 24 nazveme soufadnicemi bodu A a piSeme A = [x4, Y4, 24].
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Vektory v soufadnicové soustaveé prostoru E; T|FCE

]
Dvéma raznymi body A = [x4,ya, 24], B = [v5,Ys, 25| je pak urfen vektor:

\
4

AL — OB — OA
= (zp — xAﬁ"‘ (yp — yA)f"‘ (2B — ZA)E

= (xB —TA,YB — YA, ZB — ZA)-

A
AB

N

—

OB
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Dékuji za pozornost!
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