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Rovina v E; T | FCE|

Zapis
N
p = [A;4; 7]

znadi, Ze rovina p je v prostoru E3 uréena bodem A = [x4,y4,24] € pa

dvéma nekolinedrnimi vektory @ = (uq, us, us), ¥ = (v1, v2, v3) lezicimi v
roviné p.

Miizeme pouzit nékolik rtznych pfistupt k popisu roviny, kdy ur¢ime
podminky, za kterych je obecny bod X = [z, y, z] bodem roviny.
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Rovina v E; T | FCE|

Libovolny bod X = [z,y,z] € p, pravé kdyz vektory AX , U, U jsou kom-
plandrni.

P

Toto 1ze vyjadrit dvéma zptsoby:
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Rovina v E; T | FCE|

1. Parametrickd rovnice roviny

AX =t + sU (t,s € R jsou parametry) jsou parametrické rovnice roviny,
které rozepisujeme do soufadnic

T =T+ tuy + svq,
ya + tug + svg,

Z = 24 + tus + svs.

Z téchto rovnic umime vycist soutfadnice bodu A € p i vektort 4, ¥ roviny
p.

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAAQ08 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 5/ 40



Rovina v E; T | FCE|

2. Obecna rovnice roviny

Pro komplandrnni vektory je smySeny soucin [R ,u, U] = 0. Proto

T—TA Y—Ya Z— %A
[ﬁ,ﬁ,ﬁ]z U1 U2 Us =

U1 U2 U3
= (z — x4) - (ugvs — usv2) — (y — ya) - (w103 — uzvr)+
+ (2 — 2z4) - (U1v2 — ugvy) =
=ar+by+cz+d=0

a vysledkem je obecna rovnice roviny p.
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Rovina v E; T | FCE|

Z obecné rovnice roviny snadno ziskdme tzv. iisekovou rovnici, ktera je

uZite¢nd pro ndzornéjsi pfedstavu polohy roviny v kartézské soufadnicové
soustave:

ar +by+cz+d=0,

1
ax + by + cz = —d, |<_c_l>
e by ez
d d d
T Y z
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Rovina v E; T | FCE|

3. Usekova rovnice roviny

Usekova rovnice roviny p je

i Z
__|_y_|__:17
p q T

kde p, ¢, r jsou nenulova &isla nazyvand tiseky na osach. Body P = [p, 0, 0],
@ = [0,¢,0], R = [0,0, 7] jsou pruseciky roviny p se soufadnicovymi osami
T, Yy, 2.
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Rovina v E; T | FCE|

Vektor 7 = (ny,n2,n3) # 0 kolmy k roviné p se nazyva normalovy vektor
roviny p. Z vlastnosti vektorového soucinu vime, Ze vektor @ x v je kolmy
ke kazdému z vektort 4, ' leZicich v roviné p, proto je kolmy k roviné. Za
normélovy vektor roviny muZeme volit libovolny nenulovy vektor
kolinearni s vektorem  x 9.
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Rovina v E; T | FCE|

e
Libovolny bod X = [z, v, 2] € p, pravé kdyz vektory AX , 1 jsou kolmé.
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Rovina v E; T | FCE|

Podminku kolmosti vektorti vyjadfuje skaldrni soucin

ﬁﬁ: (x—CUA,y_yA,Z—ZA)’(nl,ng,ng):
= MT + Noy + N3z — (nle—l—nzyA—i—nng) =
=ar+by+cz+d=0.

Vidime, Ze koeficienty a, b, ¢, obecného tvaru rovnice roviny p jsou
soufadnice normdalového vektoru roviny p, tj.

n = (a,b,c),

kde vektor 77 je kolinedrni s vektorem @ x 7.
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Rovina v E; FCE

Ptiklad 7.1

NapiSte obecnou a parametrickou rovnici roviny OXY (ortogonalni sous-
tavy soufadnic).

Ptiklad 7.2
Urcete rovinu p(A, B,C), A= [0,—-2,1], B=0,4,0], C =[-1,3,5].

Piiklad 7.3

Lezi body A = [0,-3,2], B = [6,—3,0], C = [3,0,3] a D = [7,2,3] vjedné
roviné€? Pokud ano, urcete ji.
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N / -
Pf¥imka v E; FCE
Zapis

p = [4;5]

znadi, ze pfimka p je v prostoru E; uréena bodem A = [x4, Y4, 24] a
smérovym vektorem s = (s, S, S3).

Obecny bod X = [z, v, 2] je bodem piimky p pravé, kdyz jsou vektory s,
ﬁ kolinearni, tj.
AX =15 (teR).

g AX p

A X ep
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P¥imka v E4 T |FCE

1. Parametrické rovnice pfimky

Rozepsanim vektorové rovnice AX =t-3a tpravou sloZek ziskdme para-
metrické rovnice pfimky p,

DT =24 + t317
Y = Ya + 152, t € R je parametr
2 = z4 + ts3.
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P¥imka v E4 T |FCE

2. Kanonické rovnice pfimky

Zcela formélné mtizeme v kazdé z parametrickych rovnic vyjadrit parametr
t a obdrzime kanonické rovnice pfimky p ve tvaru

r—Ta Y—1Ya £ ZA
D — — (=1).
S1 S9 S3
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P¥imka v E4 T |FCE

3. Pfimka jako prtise¢nice dvou rovin

Casto je pfimka zadana jako prisecnice dvou rovin

mr+by+cz+d =0
s + by + coz +dy = 0

které nejsou rovnobéZné nebo totozné. To je splnéno, kdyZ normalové vek-
tory 7y = (a1, b1, ¢1), Ma = (ag, be, c2) rovin nejsou kolinedrni. Smérovy vek-
tor 5 pfimky je kolinedrni s vektorem 17; x 1s.
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P¥imka v E4 T |FCE

®|
I
=%
—~
l
~—

Ty X Ty

0|
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Pf¥imka v E; FCE

Ptiklad 7.4

Je dan kanonicky tvar pfimky p :

r—3 y+1 =z-7

=7 4
rické vyjadfeni pfimky, respektive pomoci prhise¢nice dvou rovin.

. Urcete paramet-

Ptiklad 7.5

Urcete kanonicky tvar pfimky dané bodem A = [2,1,—3] a smérovym
vektorem §= (1,-3,1).

Priklad 7.6

Urcete parametrické vyjadfeni a kanonicky tvar pfimky

Jr+2y+2—-1=0
|22 —y—32—-2=0
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Ulohy metrické FCE

= Vzdalenost bodu od roviny
® Vzdélenost bodu od pfimky
= Uhel dvou rovin

= Uhel dvou pifmek

= Uhel p¥imky a roviny
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Vzdalenost bodu od roviny T|FCE

i = (a,b,c) M = [z, ym, 2u]

Vzdalenost bodu M = [z, yasr, 21] 0d roviny p : ax + by + cz 4+ d = 0 uréené
bodem A = [x4,y4, 24] a normdlovym vektorem 77 = (a, b, ¢) je ¢islo h, které

je prumétem délky vektoru AM do vektoru 7. Proto

—
-
. |7 AM]
h=|AMz|| = —=—
1]
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Vzdalenost bodu od roviny T|FCE

L
n-AM = (a,b,¢,) (Tpr — TaA, Y — Ya, 2 — 24) =

=a(xy —xa) +0(ynr —ya) +c(zar — 24) =
= axy + byy + czy — (fwcA +bya + cz%) =
4

=axy + by +czy +d
7| = Vi - 7 = Va2 + b2 + c2

Dosazenim do vysSe uvedeného vzorce dostdvdme zndmy stfedosSkolsky
vzorec:

ez 4 byn + ez + d

h
Va? +b? + 2
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Vzdalenost bodu od pfimky FCE

M = [z, yur, 20]

h —
. singp = ——=— = h = ||[AM||siny
AM L |AM||

— e S

[AM x 8] = [|AM]| - [|5]| sin
o

A § P [AM > 81| = [|5]] - h

Vzdalenost h bodu M = [z, Y, 0] od pHimky p = [A; 5] je vzdalenosti
bodu M od kolmého priimétu P bodu M na pfimku p. Pomoci vektorového
soucinu vyjadiime vzdalenost bodu od pfimky jako

—
|5 % AM||
h=—r—
1]
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s . -
Uhel dvou rovin FCE
P2
—Tlo
@
\| © P1

Uhel ¢ rovin p;, p; vybirdme vZdy ostry. Uhel rovin je thlem normélovych

vektortl rovin L
|7’L1 ° n2|

COS — = -
N FANEATK

kde uvazujeme v citateli absolutni hodnotu, abychom oSetfili pfipad uve-
deny v obrazku a pocitali s ostrym thlem .
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Uhel dvou p¥imek T|FCE

D2

¥ P

Uhel ¢ ptimek p;, p, vybirdme vZdy ostry. Uhel pfimek je tihlem smérovych
vektorti pfimek

|51 - 85|
15211 - 821"
kde uvazujeme v citateli absolutni hodnotu, abychom oSetfili pfipad uve-
deny v obrazku a pocitali s ostrym thlem .

COS Y =
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Uhel pt¥imky a roviny T|FCE

Uhel ¢ p¥imky p s rovinou p vybirdme vZdy ostry. Uhel pfimky s rovi-
nou je doplrikem thlu a smérového vektoru pfimky a normalového vek-

toru roviny do 3, tj. ¢ = § — a. Vime, Ze 7i - 5 = [7i]| - [|5][cosa =
7] - ||5]| cos(5 — ¢) = ||7]| - ||5]| sing. Proto v obecném piipadé klademe
o 3
SINQ = s
I - 1151
kde uvaZujeme v citateli absolutni hodnotu, abychom pocitali s ostrym th-
lem .
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Ulohy metrické FCE

Ptiklad 7.7

r+y—2=0
Urcete vzdélenost dvou rovnobéznych pfimek p : i

T—Yy—92—8=0
z+2 y+1 2z-10

3 =7 1

aq:
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Ulohy polohy FCE

= Vzajemnd poloha dvou rovin

= Vzdjemnd poloha pfimky a roviny
= Priasecik kiimky s rovinou

= Vzijemnd poloha dvou pfimek
= Priisecik riaznobéZek

= Nejkratsi vzdalenost mimobéZzek
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Vzéjemna poloha dvou rovin T|FCE

Krovindm p; : a1z + by +c12+dy =0, po - asx + by + co2 +dy = 0
najdeme body A; € p1, A2 € p2 a odpovidajici normalové vektory
ﬁl = (CLl, bl, Cl), ﬁg = (CLQ, bg, Cz).

1. Jsou-li vektory 7, 172 kolinedrni, jsou roviny p;, p» rovnobézné.

1.1 Je-li navic napiiklad A; € pg, pak jsou roviny pi, p2 totoZné.

1.2 Jestlize A1 ¢ pa, pak jsou roviny p1, p2 rovnobézné a rizné. Stanovenim
vzdéalenosti bodu A; € p; od roviny p; uréime vzdalenost obou
rovnobéznych rovin.

2. Jsou-li vektory 113, 72 nekolineédrni, jsou roviny p;, p» riznobézné a pro-
tinaji se v jedné pfimce p. Stanovujeme pak thel rovin a nejcastéji para-
metrické rovnice pfimky p.
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Vzéjemna poloha p¥imky a roviny T|FCE

Ur¢ime bod A a normdlovy vektor 71 roviny p, bod B a smérovy vektor §
pfimky p. Z geometrickych vyznamt obou vektort vyplyva:

-
1. Jsou-li vektory s, 77 kolmé, je pfimka p rovnobéZna s rovinou p.
1.1 Je-li B € p, pak lezi pfimka p v roviné p
1.2 Jestlize B ¢ p, pak najdeme vzdélenost p¥imky p od roviny p jako
vzdélenost bodu B od roviny p.
2. Nejsou-li vektory 5, 7 kolmé, pak pfimka p protind rovinu p v priiseciku
P pfimky s rovinou. Stanovujeme tihel pfimky s rovinou a soufadnice
praseciku P.
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Prisetik ptfimky s rovinou T|FCE

p:x =xp+ts1
Yy =1yp +1s2
z=1zp+ts3, teR
par+by+cz+d=0
e

Pfimka p = [B; 5] ma s rovinou p = [A; 7] priuse¢ik P = [xp,yp, 2p] V pii-
padé, Ze 5°- 17 # 0. Pak jsou soucasné splnény rovnice

Tp =2+ tps; axp+byp +czp+d=0
Yyp =yYB +ipsSo

Zp = Zp + tpSg

pro hodnotu ¢p parametru bodu P. Dosazenim nalezeného ¢p do vy3Se uve-
denych rovnic ihned obdrZime soufadnice prasec¢iku P pfimky p s rovinou
p a identickou rovnici 0 = 0.
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Vzdjemnda poloha dvou pfimek T|FCE

Necht' p = [4; 5,], ¢ = [B; 5,] jsou dvé pfimky uréené odpovidajicimi body
a smérovymi vektory.

1. Jsou-li vektory s, 5, kolinedrni, jsou p¥imky p, ¢ rovhobéZné.
1.1 Je-li naptiklad A € g, pak jsou p¥imky p, g totozné (p = q).
1.2 Je-li napfiklad A ¢ ¢, pak jsou piimky p, ¢ rovnobézné, rtzné.
Vzdélenost bodu A od pfimky ¢ (bodu B od pfimky p) urcuje vzdalenost
rovnobéZek.

2. Jsou-li vektory s, 5, nekolinearni, jsou pfimky p, ¢ riznobézné nebo
mimobézné. Body A, B urcuji vektor AB € V(E;).

2.1 Je-li smySeny soudin [5), 5y, zﬁ] = 0, lezi ptimky p, ¢ v jedné roviné a
pfimky jsou riznobézné. Urcujeme thel pfimek, prisecik ptimek a rov-
inu, ve které riiznobézky lezi.

2.2 Je-li smyseny soucin [5,, 5y, zﬁ] # 0, jsou p, ¢ pfimky mimobézné. Urcu-
jeme tthel mimobéZek a jejich nejkratsi vzdalenost.
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Prasecik raznobézek T |FCE|

- _000000]
Oznatme s, = (s1,S2,53), 54 = (u1,uz2,us). Pro prise¢ik P = [xp,yp, 2p|
riznobézek plati s vyuZitim parametrickych rovnic podminky

Tp=2A+tpsy =xp+ Tpuq
Yp = Ya +tpSy = yYyp + Tpuz
Zp = 24 +1pS3 = zp + Tpus

kde nezndmé tp, 7p jsou hodnoty parametrtt bodu P v odpovidajicich para-
metrickych rovnicich. Jednd se o soustavu tfi rovnic pro dvé nezndmé ¢p,
7p, kterd ma v pripadé rtiznobézek praveé jedno feseni. Toto feSeni urcuje
po dosazeni do vySe uvedenych rovnic soutadnice hledaného bodu P.
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Nejkratsi vzdalenost mimobézek T|FCE

e
Nejkratsi vzdalenost mimobézek p = [4; 5,], ¢ = [B; 5,] je urena vyskou

15,5, AB)|

185 < 54|

v =

rovnobéznosténu sestrojeného nad vektory s, 5,, AB.
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Pricky a osa mimobézek T|FCE

]
Pro mimobézné piimky p = [A; 4], ¢ = [B; v] také uréujeme
a) pficku mimobéZek, coZ je pfimka r, kterd je rtiznobéznd s obéma
pfimkami p, g,
b) osu mimobézek, coz je pricka r, kterd je k obéma pfimkam p, ¢ kolma.

Mame-li nalézt pticku » mimobézek p, ¢, ktera je rovnobéznd s vektorem j,

pro ktery plati (u, v, w) # 0, pak sta¢i naptiklad
1. nalézt roviny p = [A, u, W], 0 = [B, v, 4],
2. vytvorit prinik r = pNo.
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Pricky a osa mimobézek T|FCE

r=pMho

Poznamka:

a) Pri hledani pficky r mimobézek p, ¢, kterd prochazi zadanym bodem
C, 1ze postupovat obdobné, jako kdyz je zadan vektor .

—

b) Pro smérovy vektor @ osy mimobézek ziejmé plati w = @ x .
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Ulohy polohy

Piiklad 7.8

= =1l 4 2
Urcete prisecik piimky p: y =2+ ¢ srovinou p : 3x—2y+z—3 = 0.
2=l =1

Ptiklad 7.9

Bodem A = [2, 1, —1] ved’te rovinu kolmou k vektoru v = (1,

—2,3).

. L o wsra s r—4 y+1
Urcete rovnici roviny, prochdzejici rovnobéZkami p : 1 T
Z_2aq: z—2 _ y+5 _ zZ—05

1 4 1 1
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Ulohy polohy

Priklad 7.11

2y+14 =10
Urcete rovnici roviny p, kterd prochazi pfimkou p : oo
3y+z+21=0

x=4+2
je rovnobéznd s pfimkouq: Sy =1+1 . Ulohu feste svazkem rovin.
z2=—-5+2

Ptiklad 7.12

Urcete rovnici kolmice z bodu A = [4, 1, 2] na pfimku p : - 5
I.

r—1 y+1
z
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Ulohy polohy FCE

Priklad 7.13
Urcete tthel mezi rovinamip: 3x+y—4z—11=0ac:2x—2y+z2+4 = 0.

Ptiklad 7.14

Napiste rovnici pfimky v kanonickém tvaru, kterd prochazi bodem K =
2, —3, —1] a je rovnobézna se soufadnicovou osou z.

Priklad 7.15
Urcete A tak, aby roviny p: . +2y +32z —7=0ac: 3z + Ay +22—-5=0
byly na sebe kolmé.
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Ulohy polohy FCE

Ptiklad 7.16
Vysetfete vzajemnou polohu pfimek
x=095+2
. _ 4 A x+2 y—-3 z+1
AR A 3T T T T o
z=1t
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Dékuji za pozornost!

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAAQ08 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 40 / 40



