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Polynomy FCE

Funkci
Pn<x) = a’nxn + a/n—lxn_1 SFeoeSE a1 r s Qg,
kde ay, ..., a, € R, a,, # 0 nazyvdme redlny polynom stupné n, n € Nj.
= Cisla ag, . . . , a, nazyvame koeficienty polynomu P.

= Koeficient a,, nazyvdme vedouci koeficient

® Koeficient ay nazyvame absolutni ¢len.

® Je-li a, = 1, fikdme, Ze polynom P je normovany.
Poznamka:
Polynom stupné

® (je konstantni funkce, napt. Py(zr) = —2

® 1 je linedrni funkce, napf. P (z) = 3z + 1

= 2 je kvadraticka funkce funkce, nap¥. Py(x) = 222 — 6z + 5
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Graf polynomu FCE

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAA008 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 4/28



Graf polynomu FCE
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Graf polynomu FCE
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_Operace s polynomy FCE

fiy=Pua) =3 a®, g:y=Qule)=3 ba!
k=0 =0

Scitani, odc¢itani polynomiti

|

f(z) £ g(x) = (ar £ b)z" pron >m
k=0

scitdme koeficienty u odpovidajicich si mocnin

Nésobeni polynomu konstatntou

rf(z) = raga” pror € R
k=0
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_Operace s polynomy FCE

fry=Px) =Y aa", g:y=Qu szx
k=0

Nésobeni polynomii

m-+n

f(z Z cpx”, kde ¢ = Zazbk i

ndsobime postupné kazdy scitanec proniho polynomu vsemi scitanci druhého
polynomu.

Ziejmé plati:
st(f + g) < max(st f,stg),

st(f-g) =stf+stg.
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_Operace s polynomy FCE

f:y:Pn(x):Zakxk/ g: y—Qm Zblx
k=0

Déleni polynomti

Jsou-li P,,, @, polynomy stupiiti n > m > 0, pak existuji pravé dva poly-
nomy H,_,,, R; (stuptii n —m, j < m) pro které plati

P Qm' nm+Rj7t]

n

P, I,
@—Hn m+Q ;POkUde( )7é0

Q,, -—délitel
H,_,, —podilovy polynom
R; —zbytek
R; =0 -¥ikdme, Ze polynom P, je déliteny polynomem @,
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Operace s polynomy FCE

Ptiklad 9.1

Jsou dany polynomy f : P3(z) = 22° — 52> — 3z +lag: Qi(z) = 3z — 2.
Vypoctéte f(x) + g(z) a f(x) - g(x).

Priklad 9.2
Jsou dany polynomy f : Py(z) = 6z* + 72% — 622 + 8z —Ha g : Qz(x) =
)
222 — z + 1. Vypoctéte ——.
P )
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Rovnost polynom FCE

Rovnost polynomt

Je-li

P.(2) = anz™ + ap_1z™ " + - + a1z + ag
Q%) = bpZ™ + b1 2™ L 4+ -+ byz + by

pak P, = @, jestlizen = maa; = b, prot = 0,1,...,n, tj. koeficienty u
stejnych mocnin jsou si rovny.
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Kofenové vlastnosti polynomu FCE

Definice

Je-li P, polynom stupné n,n > 0, pak ¢islo zy € R (pfipadné z, € C)
nazveme kofenem (nebo téZ nulovym bodem), je-li splnéno P,(zy) = 0.
Vyraz x — zy nazyvame kofenovym ¢initelem.

Cislo z, nazveme k—nasobnym kofenem polynomu P, stupné n > 0,
jestlize plati P, (z) = (x — x0)" - Q,_x(x), pFicemZ Q,,_1(zo) # 0.
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Kofenové vlastnosti polynomu FCE

. ___________________________________________________________________|
= V oboru C mé kaZzdy polynom n—tého stupné pravé n kofenti (pficemz
kazdy koten je pocitan tolikrat, jaka je jeho ndsobnost) a plati P,(z) =
an(z — 1) ...-(x — x,). Jde o tzv. rozklad polynomu na souéin kofen-
ovych ¢initela.

® S kazdym k—nédsobnym kofenem a + ib ma polynom také k—ndasobny
kofen a — ib.

® Polynom lichého stupné ma alespori jeden redlny kofen.

® Ma-li polynom P, celociselné koeficienty a; € Z,i = 0,...,n, aje-li celé
¢islo p kofenem polynomu F,, pak p déli koeficient aj.

B P.(x) = ap(z —x)*- oz —z)f - (2 — a))? + 021 (7 — as)? +
b?)'s, kde polynom P, mé reélné kofeny x4, ..., z, ndsobnosti ki, .. ., k.,
komplexni kofeny a; £by1, . .., as£bsi ndsobnosti s, . . ., s, pficemzZ k; +
coo+ k.42l + - - - + 21, = n. Jde o tzv. rozklad v redlném oboru.
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Kofenové vlastnosti polynomii FCE

|

Priklad 9.3
Je dan polynom f : Pigo(z) = 8521 + --- + 3z — 12 s celogiselnymi ko-

z ¥z

eficienty. Urcete vSechna cela ¢isla, kterd mohou teoreticky byt kofenem
daného polynomu P (z).
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Hornerovo schéma FCE

Hornerovo schéma

Délime-li  polynom P, polynomem =z — ¢ pak  plati
P,(x) = (z — ¢H,—1(zr) + d, pticemz pro Kkoeficienty poly-
nomu H, i(z) = b,q2™!' + -+ + bz + by plati schéma
\an \an_l \ Up—2 \ \al \ ag
1= @ ‘ bp_1 ‘ bp—o ‘ bp_3 ‘ ‘ by ‘ d= P,(c)

kde

bn—l = Qp,

bp—o =cC-by_1+ a,_1, bop = c- by + aq,

bn_g ZC'bn_2+an_2, d:C'bo-i-a().

Je-li d = 0, pak c je kofen polynomu P, (z)

Agkoli byl algoritmus pojmenovan po Williamu Georgi Hornerovi (1786 — 1837), ktery ho poprvé popsal v roce 1819, byl znam jiz Isaacu Newtonovi (1669)
a dokonce jiz ve 13. stoleti ¢inskému matematikovi Ch’in Chiu-Shao.
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Hornerovo schéma FCE

Priklad 9.4

Urcete rozklad polynomu (v redlném oboru)

Pi(z) =22° +z* - 52° +2° —z + 2.
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Geometricky vyznam redlnych kofent FCE

Znaménko polynomu

Na zménu znaménka polynomu maji vliv pouze realné koreny liché nasob-

nosti.
Y Redlné kofeny polynomu jsou
pruseciky grafu tohoto polynomu s
osou X.

m Kofen liché ndsobnosti —
polynom méni znaménko v
tomto bodé.

1 /172\/$3

= Kofen sudé ndsobnosti —
polynom neméni znaménko v
tomto bodé.

f@) = (z = 21) (2 — 22)*(2 — 23)°
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Dulezité vzorce FCE

L
= (a+0b)?=a®+2ab+?

= (a —b)? = a® — 2ab + b*
(a+0)* = a®+ 3a®b+ 3ab®* + b*

= (a —b)® =a® — 3a*b + 3ab® — b

= a? — b2 = (a+b)(a—Db)

® ¢+ b = (a+b)(a® — ab + b?)

= g® — b = (a—b)(a®+ ab+b?)

® Doplnéni na ¢tverec:

b
ax2+b:c+c:a<a:2+—a:+£>
a a
2 .2
2 +pr+q= (:U—i-g) —%+q
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Znaménko polynomu FCE

Priklad 9.5

Urcete znaménko polynomu

flz) =23z — 2%z + 4)(z — 5)*(z + 1)*(=* + 9).
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Racionalni lomena funkce FCE

Definice

Necht' P, a @, jsou polynomy stupné n a m. Funkci tvaru

_ P ()
Qmn ()

nazyvame raciondlni lomena funkce. Navic funkce R(x) je

R(x)

= ryze lomen4, jestlize n < m,
® neryze lomeng, jestlize n > m.
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Racionalni lomena funkce FCE

KaZdou neryze lomenou funkci je mozné (pomoci déleni polynomii) vyjddrit jako
soucet polynomu a ryze lomené raciondlni funkce, tedy

_ P.(x) Ty (z)

kde S,,_, a Ty, jsou polynomy stupné (n —m) a k a plati k < m.

R(x) = Sp_m(z) +
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Rozklad na parcidlni zlomky FCE

. . B . , :
Kazdou ryzi raciondlni funkci — Ize rozloZit na soucet parcidlnich zlomkii.

m

= V rozkladu polynomu Q,, se vyskytuje polynom (x — xo)*, pak mu v rozkladu

raciondlni funkce Q—" odpovidd soucet k parcidlnich zlomkii tvaru

Ay n As n Ay
r—1x9 (z—120)? (x — o)k

= V rozkladu polynomu Q,, se vyskytuje polynom (az?® + bz + c)', kde a # 0,
diskriminant D < 0, pak mu v rozkladu odpovidd soucet | parcidlnich zlomkii
tvaru

Bll’ + Cl Bgl‘ + CQ Bll’ ol Cl
ax? +bx +c  (az?+bx + c)? (az? + bz + )
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Postup na vypocet koeficientti parcidlnich zlomku

Méjme rovnici, kde leva strana je raciondlni lomena funkce

Qm( )

strana je jeji rozklad na parcidlni zlomky s koeficienty Ay, ..., A,,. Vyna-
sobime rovnici vyrazem @),,(z), ¢imz se zbavime zlomkd. Pouzivaji se 3
postupy na urcéeni koeficienti A4, ..., 4,, :

(i) Univerzalni postup. Je vhodny a jediny, pokud vSechny kofeny @),,,(x)
jsou komplexni. Rozndsobime a se¢teme vyrazy ve vzniklé rovnici.
Porovndme koeficienty u stejnych mocnin na obou strandch rovnice,
¢imz dostaneme soustavu m rovnic o m nezndmych. Jejim vyfeSenim
ziskdme hodnoty Ay, ..., A,.
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Postup na vypocet koeficientti parcidlnich zlomku

(i) Dosazovaci metoda. Da se pouZit pouze tehdy, kdyZ vSechny kofeny
Qm(z) jsou jednoduché redlné. Dosazujeme do vzniklé rovnice pos-
tupné vSechny kofeny polynomu @Q,,(z), ¢imZz okamZzité ziskdvame
hodnoty A, ..., A,,.

(iii) Kombinovana metoda. Spociva v kombinaci predeslych postupt a je
vhodné ve vétsiné p¥ipadi, kdy kotfeny polynomu @,,(z) jsou jak kom-
plexni, tak redlné ¢i pouze redlné nasobné.
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Znaménko racionalni funkce FCE

Znaménko raciondlni funkce

By ()
Qm(x)’
@ nemaji spolecné koreny, maji vliv pouze redlné koreny liché nésob-
nosti ¢itatele a jmenovatele. Kofeny jmenovatele ovsem nejsou v defini¢nim
oboru funkce f.

Na zménu znaménka raciondlni funkce f(x) = kde polynomy F,,
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Znaménko raciondlni funkce FCE

Ptiklad 9.6

Uréete znaménko raciondlni funkce

(4 2)(z—5)*(22% 4+ 1)
f@) = zt(x —1)3 '
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Rozklad na parcidlni zlomky FCE

Ptiklad 9.7

Napiste obecny tvar rozkladu raciondlni funkce

2x + 5
(x+1)(x—3)3(x2+z+1)(22+ 1)

fz) =

Ptiklad 9.8

Urcete rozklad racionalni funkce na parcidlni zlomky

r?+1
a) f(l"):m,

b) f(z) = !

B

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAA008 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 27 /28



Dékuji za pozornost!
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