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Posloupnost redlnych &isel T|FCE

Definice

Posloupnost redlnych cisel je funkce
fiN—=R,

téz piSeme

fn—a,neN,
jejimz defini¢énim oborem je mnoZina N pfirozenych ¢isel a oborem hod-
not je podmnozina redlnych ¢isel R. Funkéni hodnotu f(n) znacime a,, a
nazyvame ji n—tym ¢lenem posloupnosti.
Posloupnost zna¢ime symbolem (a,)5> ,, zkracené (a,)7° nebo jen (a,),n €
N. Lze ji téZ zapsat v rozepsaném tvaru (a;, ag, ..., ay, ... ).
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Vlatnosti posloupnosti FCE

1. (an) je shora ohrani¢ena — existuje ¢islo h € R takové, ze a,, < h pro
vSechna n € N.

an

2. (ay,) je zdola ohrani¢ena — existuje ¢islo d € R takové, ze a,, > d pro
vSechna n € N.

Qp

1
i 1 2 3 4 5 6 7 2 — n?
n Ap =
n2
=1l
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Vlatnosti posl tf FCE
atmnost1 posioupnosti

3. (ay) je ohranicend — existuji ¢isla h,d € R takové, Ze d < a,, < h pro
vSechnan € N.

i
a, = COSTN
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Vlatnosti posloupnosti FCE

4. (a,) je rostouci — plati a,, < a,1; pro vSechnan € N.

an
2
2n —1
1 a, =
n
‘ 1 2 3 4 5 6 7 n
5. (ay) je klesajici — plati a,, > a,,+1 pro vSechna n € N.
Qp
1
1 2 3 4 5 6 71 2 _n?
a, =
-1
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Vlatnosti posloupnosti FCE

6. (an) je neklesajici — plati a,, < a,,+1 pro vSechna n € N.

Qn
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Vlatnosti posloupnosti FCE

7. (ay) je nerostouci — plati a,, > a,; pro vSsechnan € N,

Qn
1 2 3 4 5 6 7
n
14+ (=1
2
=2
-3
—4
-5
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Vlatnosti posloupnosti FCE

8. (a,) je monoténni — (a,,) je nerostouci nebo neklesajici

i.

9. (ay) je ryze monoténni — (a,,) je rostouci nebo klesajic
10. (ay,) je stacionarni — a,, = a,,+1 pro vSechna n € N.

a/n — (_1)2n+4

11. (a,) je aritmetickd — a,, = a; + (n — 1)d,d € R pro vSechnan € N, d
diference.
a, = dn — 2

12. (a,)ije geometrickd —a,, = a,-¢" ', ¢ € R pro viechna n € N, ¢ kvocient.
€8 p

3n—1

On = 52n
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Limita posloupnosti T|FCE

Definice

Posloupnost (a,,) ma limitu a € R, jestlize ke kazdému ¢ € R, ¢ > 0, existuje
no € N tak, Ze pro vSechna n € N,n > ny plati |a,, — a| < e.
Posloupnost (a,) ma limitu co (resp. —o0), jestlize ke kazdému h € R,
existuje ny € N tak, Ze pro vSechna n € N,n > n, plati a,, > h (resp. a,, < h).
Posloupnost, které:

® ma vlastni limitu, se nazyva konvergentni,

® md nevlastni limitu, se nazyva divergentni,

® limitu nem4, se nazyva oscilujici.

lima,=a€R&VeeR" dngeN; VneNn>ng:la, —a|l<e

n—o00
li_>m ap, =Foco &= VheR dngeN; VneNn>ny:a, > h,resp.a, <h
n—oo
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Limita posloupnosti T|FCE

Definice

Je-li (a,,) posloupnost a (k,,) je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel (in-
dexti), pak posloupnost (ay, ) se nazyva vybrana posloupnost z posloup-
nosti (a,).
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Limita posloupnosti T|FCE

Z&kladni vlastnosti limit posloupnosti

1. Kazda posloupnost mé nejvyse jednu limitu.
2. Je-lilim a,, = a, pak pro kazdou vybranou posloupnost (ax, ) z posloup-
nosti (a,) plati lim ay, = a.

3. Monoténni posloupnost je konvergentni pravé tehdy, kdyz je
ohranicena.

4. Je-lilima, = a,limb,, = ba pro vSechnan € N,n > ky, € N plati a,, <b,,
pak také a < b.

5. Zménime-li v posloupnosti kone¢ny pocet ¢lenti, pak se jeji limita
nezméni.

6. Je-li (b,,) ohrani¢end posloupnost a lim a,, = 0, pak lim a,,b,, = 0.

1
7. Je-lia, > 0pron € N, paklima, =0 <= lim — = o0
an
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Limita posloupnosti T|FCE

Algebra limit posloupnosti

Je-lilima, = a,limb, = b, pficemz a, b € R*, pak plati
1. lim(a, £ b,) =a b,

2. lima, -b,=a-b,

3. lim n _ ﬂ’

b, b
4. lim |a,| = |a,

pokud maji vyrazy na pravych stranach smysl.
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Limita posloupnosti T|FCE

Definované oparace

z M7

Mezi definované operace pro redlna c¢isla £ € R a nevlastni ¢isla oo a —oco

patri:
" o0+ 00 =00, —00—00=—00,
B L4+ oo=2d00+k==F00,
B 0000 = 00,00 (—00) = (—00)-00=—00, (—00) - (—00) = 00, —(—0) =
CX)I
m k- (£oo) = (£o0) - k= too pro k > 0,
k- (£o00) = (£00) - k = Foo pro k <0,
k
m RIO’

"k =0pro0< k<1,
k> = oo prok > 1,
00 = o0.
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Limita posloupnosti T|FCE

Neurcité vyrazy
Naopak nejsou definovany (tzv. neurcité) vyrazy:
B o0 — 00, —00 + 00,
®0-00,0:(—00),
, Foo foo
+00’ Foo’
k +£oo
" A 7
0" 0
= (+00)°,0°,
m ] k> prok < 0.

Tyto neurcité vyrazy budeme spolu s vyrazy obsahujici prvky coa —oc a
vyrazem % zapisovat do H H
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Limita posloupnosti FCE

Ptiklad 10.1

Vypocitejte limity posloupnosti

n— 00 9
2-123n—1
b) lim 3n 3n — 1000
n—o00 2n2 _|_ n
c) lim (5n° — 3n),

n—oo

/4

/4

2

—nNn
d) lim ——
) L 150 1 2

e) 7}1—>n<}o\/n+ 1(v2n —1—+2n+1).
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Limita posloupnosti FCE

Priklad 10.2

Ptiklady posloupnosti, pro néz

lim a,, = lim b, = oo, ale lim(a,, — b,) je:

a) co: a,=n%b,=mn,
b) —co0: a,=n,b, =n3,
C) a: a,=n+D5b,=n-+1,

1
a, = n>+ cos =, b, = n?.
n
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Limita posloupnosti FCE

Ptiklad 10.3

Ptiklady posloupnosti, pro néz

lima, = 0,limb,, = oo, ale lim(a, - b,) je:

1

a) c0:  ap = —,b, =n?
n
1
n
1

Q) a: a, = —, b, = 2n,
n
sin n

o — — 2
d) A: an, b =n
n
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Limita funkce FCE

» Prstencové (ryzi) —okoli bodu zy: P(x¢,d) = (xg — 6,20 + ) — {z0},

» Pravé prstencové d—okoli bodu zq: Pt (xg,0) = (xg, z0 + 9),

» Levé prstencové d—okoli bodu zy: P~ (¢, d) = (xg — 0, x0),
reR,0eER, >0,

» R* =R U {00, —o0} = (—00, 0).
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Limita funkce T |FCE|

Definice (Heineho definice limity)

Rekneme, Ze funkce f : y = f(z) ma v bodé z; € R* limitu rovnu &islu
L € R*, jestlize

1. funkce f je definovana v néjakém prstencovém okoli P(z() bodu
T € R*,
2. pro kaZzdou posloupnost (z,) C P(zo) s vlastnosti lim z, =z, plati
aixg, f(@n) = L.
Pak piSeme

xlgrxlo f(z) = L.
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Limita funkce FCE
Pouzité pojmy
Limitu
g fle) =L
nazyvame

= vlastni limita ve vlastnim bodé, jestlize
ro € RaLeR

® nevlastni limita ve vlastnim bodé, jestliZe
ro € Ra L = *+o0.

= vlastni limita v nevlastnim bodé, jestlize
rog=*Foocal €R.

= nevlastni limita v nevlastnim bodé, jestlize
rog = oo a L = +oo.
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Limita funkce T |FCE|

Definice (Cauchyho definice limity)

Funkce f : y = f(z) ma v bodé z;, € R limitu rovnu ¢&islu L € R, kdyz
pro kazdé ¢ € R, e > 0, existuje d € R, = d(¢) > 0 takové, Ze pro vSechna
x € P(xg) splitujici podminku 0 < |z — x| < J plati nerovnost |f(x) — L| < e.
Pak piSeme

lim f(z) = L.
T—rXQ
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Limita funkce T |FCE|

Definice (Jednostranna limita)

Cislo L € R* se nazyvé limitou zprava funkce f : y = f(z) v bodé z, € R¥,
jestlize
1. funkce f je definovana v néjakém prstencovém okoli P*(z() bodu
T € R¥,
2. pro kazdou posloupnost (z,) C P (zo), (¥a) — o plati lim f(z,) = L.
Pak piSeme
lim_f(z) = L= f(ag).

ZE—)CIJO
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Limita funkce T |FCE|

Definice (Jednostranna limita)

Cislo L € R* se nazyva limitou zleva funkce f : y = f(z) v bodé z, € R,
jestlize
1. funkce f je definovand v néjakém prstencovém okoli P~ (zy) bodu
ro € R*,
2. pro kazdou posloupnost (z,) C P~ (o), (¥n) — o platt lim f(z,) = L.
Pak piSeme

lim f(z) = L= f(a7).

33‘—).’E0
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Limita funkce T |FCE|

Véta (Existence limity)

Funkce f md ve vlastnim bodé x, limitu L € R* prdvé tehdy, kdyZ md v tomto
bodé obé jednostranné limity a ty jsou si rovny, tj.

lim f(z)=1L & lim f(z)= lim f(z) = L.

L= T, T—HTy

Poznamka

Limita neexistuje, jestlize
m neexistuje nékterd (nebo obé) jednostranné limity,
®m jednostranné limity jsou riizné.

Toho Ize vyhodné vyuZit pti ditkazu neexistence limity.
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Limita funkce T |FCE|

Funkce f zadand grafem, D(f) =R~ {-1,1}

/ 31/” \/

- im ()= o ) =
Jm f(r) =0 lim f(z) = oo
i 1 = i neexistuje, nebot’
= lim f(z) = - lim f(x) neexistuje, nebot
z——3 4 - 1
m xl_i>I£l1 f(x) neexistuje, nebot’ %ig)l_ flx) = 51’
Jlim f(r) = oo, Jim () =
- —_— u hm xr) = o0
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Spojitost funkce T FCE/

» 0—okoli bodu Xo- Z/[($0, 5) = (370 — 5, To + 5),

» Pravé §—okoli bodu xo: U™ (g, ) = (g, 20 + ),

» Levé 0—okoli bodu zy: U~ (z¢,5) = (¢ — I, x0),
reR,0eR, >0,

Definice

Funkce f je spojita v bodé z, € R, jestlize
a) fje definovana v néjakém okoli U (xy),
b) lim f(z)= f(=xo).

T— X0
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Spojitost funkce T FCE/

Definice

Funkce f je spojita zprava v bodé z, € R, jestliZe
a) fje definovand v pravém okoli U™ (zy),

b) lim f(z) = f(xo).

.’L‘—).’EO

Definice

Funkce f je spojita zleva v bodé zy € R, jestliZe
a) fje definovand v levém okoli U/~ (zy),

b) lim f(x) = f(zo).

.’13‘—).’170
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Spojitost funkce T FCE/

Definice

Funkce f je spojita na otevieném intervalu (a,b) C D(f), je-li spojita v
kazdém bodé tohoto intervalu.

Funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b) C D(f), je-li spojita v
intervalu (a, b) a soucasné je spojitd zprava v bodé a a zleva v bodé b.
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Spojitost funkce T FCE/

Definice (Body nespojitosti)

Bod z), ve kterém neni funkce f spojitd, nazyvame bodem nespojistosti.
Mame tyto druhy nespojitosti v bodé z:
= Nespojitost prvniho druhu
(i) odstranitelna nespojitost, pokud xli—g:lo f(x) =La f(xo) # L.
(ii) skok, pokud lim+ f(r)=a, im f(z)=>5 (a,b € R, a#b).

CIZ‘—)CBO ac—)xo

= Nespojitost druhého druhu, pokud neni bod z, nespojitosti prvniho
druhu (tj. alespor jedna z jednostrannych limit je nevlastni nebo
neexistuje).
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Spojitost funkce T FCE/

Funkce f zadand grafem

= m4 body nespojitosti —3, —1, 1, 3

= body odstranitelné nespojitosti —3

= body neodstranitelné nespojitosti —1, 1, 3
= v bodé 3 je spojita zleva
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Vlastnosti limity funkce T|FCE

Véta (Pravidla pro pocitani s limitami)

Necht’ lim f(x) = Ly, h_)m g(x) = Lo, Ly, Ly, xy € R*, k € R, pak pokud md
T—xTQ

T—rXQ
pravd strana rovnosti smysl, plati:

= lim | f(z) + g(:c)} = xli_)rgo f(x) £ mli_gclo g(x) = Ly £ Lo,

T—To L

" lim f(x) g(x)] = lim f(z)- lim g(x) = Ly - Lo,

Tr—rxo L T—IQ T—rXQ

= lim |k- f(z)| = k- lim f(z) = k- Ly,

T—rIQ T—IQ

lim f(z)
g f(m) T—ITQ Ll .
=] = = —, 1 0.
e, g(x) xli_gclo g(x) Lo P g(z) #

Pokud zy € R, plati uvedend tvrzeni i pro jednostranné limity
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Vlastnosti limity funkce T|FCE

Postup pfi vypoctu limity:

Pfi vypoctu le11L_>1ngfﬁl0 (x), o € R*, vZdy nejprve dosadime bod z, (nebo

hodnoty z jeho okoli) do predpisu funkce a snaZime se ur¢it limitu jako
hodnotu funkce v bodé z( (nebo v jeho okoli).

Véta (Limita typu % (k #£0))
Necht’ lim f(x) =k # 0a lim g(z) = 0, zg € R*. Existuje-li prstencové okoli

T—xQ T—20
bodu x, takové, Ze pro kazdé x z tohoto okoli plati

f(x) . f(@)

= >0, pak lim —/= = oo,
g@) ~ P S g(a)
f(z) f(z)

- <0, pak lim —= =—
gl@) = P S ()
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Vlastnosti limity funkce T|FCE

— Véta plati i pro jednostranné okoli a limity.

jednostranné limity a Z]lSlt zda jsou si rovny Pokud ne, limita
neexistuje.

Véta (Limita slozené funkce)
Méjme sloZenou funkci h = f(g) = fog, tj. h(x)

= f(g(x)), pfitemZ lim g(x) =
Ug, JLHJ f(u) =0, kde x¢, ug, b € R*. Pak plati:

T—IQ

a) Existuje-li prstencové okoli P(xy) bodu x, takové, Ze pro vsechna x € P(xy)
je g(x) # o, pak lim h(z) =10

b) Je-li funkce f spojitd v bodé ug, tj. lim f(u) = f(u) = b, pak
lim f(g(x)) = f(Jim g(z)) = f(uo) = b

Pokud z( € R, plati uvedend tvrzeni i pro jednostranné limity.
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Limita funkce T |FCE|

Ptiklad 10.4
Vypocitejte limity funkci
a) lim(z® + 1),

x—1

b) lim (z + (1>m),

£—00 2

1 x2+2xr—1

c) lim ,

z—oo 32 4 Hx + 2

2

d) lim T ,
z—o0 12 + 5y + 1
. zAEhr 1

e) lim ,

1
f) lim In T
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Limita funkce FCE

Priklad 10.5

Vypocitejte limity funkci

a) li it
m-——-—-,
x—1 (x — 1)2

b) lim (z* — z + 1),

T— 00
.1
c) lime=,
z—0

d) :lvl_%f(m), kde f : 2% prox € R — {2} A f(2) = 10.
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Dékuji za pozornost!

g(x.))d.x 120°
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