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Derivace funkce
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Derivace funkce FCE

Definice

Je-li funkce f definovand v né&jakém okoli U(zy) bodu z;, € R a existuje-li

limita
i £@) = (o)
T—rT0 €xr — xo

nazyvame ji derivaci funkce f v bodé z, a znac¢ime ji f'(zo).
Pokud f'(xy) € R, fikdme, ze funkce f ma v bodé x, vlastni derivaci.
Je-li f'(xy) = £oo, fikdme, Ze funkce f mé v bodé z, nevlastni derivaci.

Pokud limita neexistuje, fekneme, Ze funkce f nemd v bodé xz, derivaci,
nebo Ze derivace v bodé z, neexistuje.
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Derivace funkce FCE

Definice

Existuje-li lim M
a:—):c(')" Tr — 2o

, nazyvame tuto limitu derivaci zprava funkce
f vbodé x4 a znacime ji f’ (o).
Existuje-li lim f(@) = Jlzo)

B=g, T — Ty
v bodé zy a znacime ji f’ (z).

,nazyvame tuto limitu derivaci zleva funkce f

Je-li f funkce a M = {z € R; existuje vlastni f'(z)}, pak funkci
frze fl(z)
s defini¢énim oborem M nazveme derivaci funkce f na mnozZiné M.
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Derivace funkce FCE

Poznamky:
.

® Pfi oznaceni x = zy + h pouZivame také zapis

(o) = lim f(zo+h) — f(xo).

h—0 h

® Slovem ,derivace” budeme v dal$im textu rozumét vlastni derivaci.
df d
® Derivaci funkce y = f(z) se mimo f’ také znaciva v/, d_f’ d_y
z’ dz

= Symboly df a dr nazyvame pfirustky na f a na z. Vyraz df(zy) =
f'(zo) dz nazyvame diferencial funkce f v bodé z,. Oznacime-li
df(zg) = y — f(xg) a dv = = — x, vidime, Ze geometricky vyznam
diferenciélu je , pfirustek na tecné”.
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Derivace funkce FCE

Ptiklad 11.1

Odvod’te z definice derivaci f'(z,) funkce f(z) = 23.
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Geometricky vyznam derivace FCE

L
Setna grafu funkce f prochézejici body [z, f(x0)] a [zo + h, f(zo + h)] je

obecnd piimka y = kx + ¢ se smérnici

f(xo +h) = f(x0)
. .

k=tgp=
Jestlize se s bodem xz + h blizime k bodu z, (tj. provddime limitni pfechod
h — 0), pfejde tato se¢na v te¢nu v bodé [z, f(z¢)]. Te¢na ke grafu funkce f
v bodé z je tedy pfimka y = kx + ¢ se smérnici
f(zo + h) — f(zo)

I{I:}ILIE}% h :f(xO),

coZ je presné derivace funkce f v bodé z, nebo-li ¢islo f/(z).
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Geometricky vyznam derivace FCE

f(zo+h)

f (o)

/ Lo ro+h T
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Rovnice te¢ny a normaly FCE

|
Dosazenim bodu [z, f(x)] do ptimky y = kx + ¢ dostaneme rovnici te¢ny
t ke grafu funkce f v bodé z:

t: y— f(zo) = f'(xo)(x — o).

Norméla n, jakozto pfimka kolmad k te¢né prochazejici bodem [z, f(x¢)], ma
rovnici

1
n: y— f(x) = —m(x — Ip).

o i
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Fyzikalni vyznam derivace FCE

® Derivace f'(z) vyjadfuje okamzZitou rychlost zmény funkéni hodnoty
funkce f v bodé zo. Tj. je-li f'(zo) = ¢ € R, potom na jednu jed-
notku zmény hodnoty nezédvisle proménné x pripada c jednotek zmény
zavisle proménné y.

® Zejména z toho plyne, Ze
(i) je-lic > 0, pak s rostoucim x roste iy,
(ii) je-li c < 0, pak s rostoucim x hodnota y klesa,
(iii) je-li ¢ = 0 pak funkce v bodé z ani neroste ani neklesa (to znamené, Ze je
bud’ konstantni nebo nabyva v bodé zg svého maxima ¢i minima).
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Fyzikalni vyznam derivace FCE

Pomoci derivaci mZeme odvodit zdkony klasické mechaniky:

® Rychlost je zména polohy v ¢ase v = ; Potom okam?zitd rychlost v
Caset je

m Zrychleni je zména rychlosti v ¢ase, tedy podobné obdrzime

B dv  d?%s

a(t) = S aE s s"(t).
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Vlastnosti derivace FCE

Véta (O existenci derivace)

Funkce f md v bodé x( derivaci prdavé tehdy, kdyz md v tomto bodé derivaci zprava
a derivaci zleva a plati f' (zo) = [’ (o).

Véta (O spojitosti derivace)

Necht’ funkce f md v bodé x( vlastni derivaci. Pak je v tomto bodé spojitd.
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Vlastnosti derivace FCE

________________________________________________________
Pozor! Obréicend véta neplati. Napf. funkce f(z) = |z| je spojitd na celém
R, ale v 2y = 0 nema derivaci.

f@) = [

ol T

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAA008 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 14 /21



Pravidla pro derivovani FCE

e
A) Maji-li funkce f a g derivaci v bodé z, € R a jestlize ¢ € R, pak plati”:

1. (cf) (xg) = cf'(x)-

2. (f £9)(w0) = f'(z0) £ g'(x0)

3. (f - 9)(wo) = f'(z0) - 9(x0) + f(z0) - g'(20).
4. Je-li g(zo) # 0, pak

i / ) — f'(xo) - g(x0) — f(20) - g'(w0)
(5) (9(e0)? ‘
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Pravidla pro derivovani FCE

|
B) Ma-li funkce g derivaci v bodé zj a funkce f ma derivaci v bodé y, =

g(z), pak plati
(f 09)(wo) = (f(9)) (x0) = f'(%0) - g'(w0) = f'(9(20)) - ¢ (20)

C) Je-li funkce f spojita a ryze monoténni na otevieném intervalu / a ma-
li v bodé y, € I derivaci f'(yo) # 0, pak funkce f~! ma derivaci v bodé

Ty = f(y()) a plati

() = /(o)

Poznamka:
Pti derivovani sloZené funkce je vhodné zacit od vnéjsi slozky a
pokracovat dovnitt (,jako u loupani cibule”), tj.

(fogoh)(z)=[flg(h(x))]' = f'(g(h(x))) - ¢'(h()) - h'(x).
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Pravidla pro derivovani
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Derivace elementarnich funkci

T |FCE

|
Necht a,b,¢,n € R,a,b>0,n#0,b# 1.

/

] (C
= (z") =na" !,
" (") =e,
" (¢*) =a"-lna,
1
(]
(nay =1,
1
] I —
(logy 2) z-Inb’

" (sinz) =cosx,

® (cosz) = —sinz,
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" (t I = ,
(tg ) cos? x
1
n t, I = — ,
(o) sin? x
1

" (arcsinz) =

\/1—x2
\/1—&02
1—|—m2 ’

1
1422

" (arccosz) =
" (arctgz) =

" (arccotgx) =
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Derivace funkce FCE

Priklad 11.2

Napiste rovnici tetny a normaly pro f(z) = 2° v bodé A = [2,7].

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAA008 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 19 /21



Derivace funkce FCE

Piiklad 11.3

Zadané funkce derivujte a vysledek upravte

a) f(z) = arccosz,

|
N\

b) f(z) =1In*z,
c) f(z) =In(z?),
d) f(z) = sin(z?),
e) f(x) =sin’z,
f) f(z) =

COS X 1+ cosx
= — 1 —
g) f(x) 2sin? i ' sinz
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Dékuji za pozornost!
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