- FACULTY OF CIVIL
r AHNILINeY of mathematics

and descriptive geometry |

BAAQO8 Matematika I

pro obor Geodézie a kartografie

12. Derivace vyS$sich fadt, geometricky vyznam prvni a druhé derivace
funkce pro urc¢ovéani prabéhu funkce, I'Hospitalovo pravidlo,

asymptoty.

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D.

Fakulta stavebni VUT v Brné

Z4akladni literatura T |FCE|

[1] Dlouhy, Oldfich — Tryhuk, Vaclav: Matematika I, Diferencidlni pocet
funkce jedné redlné proménné, Akademické nakladatelstvi CERM, s.r.o0.,
Brno 2008. ISBN: 978-80-7204-982-0

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAAQ08 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 1/34



Guillaume Frangois Antoine, Marquis de 'Hopital

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAAQ08 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 2/34

Derivace vyssich fada T|FCE

Derivace vysSich fadt
Ma-li funkce f s definiénim oborem D( f) kone¢nou derivaci f'(z) pro kazdé
xr z mnoziny M C D(f), pak pro vnitini bod =, € M md smysl se ptat, zda
funkce f’ ma v bodé z( derivaci, tj. zda existuje:
f'(@) = f'(20)

lim :
T—IQ T — X

Pokud existuje, pak ji nazveme derivaci 2. fadu funkce f v bodé z, a os-
nac¢ime ji f”(x). Obecné pro n € N dostavdme

f(n)(:vo) - (f(n_1)>, (7o) = lim (@) - f(n_l)(xo).

T—X0 €T — xo
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Derivace vysSich fadt

Poznamky:

FCE

= K existenci derivace n—tého fddu je nutna existence nejenom (n —1)—ni
derivace funkce f, ale i vSech pfedchozich derivaci. Aby definice byla
smysluplnd i pro n = 1, budeme funkci f oznacovat za nultou derivaci

funkce f, piseme f©) = f.
® Pro derivace vyssich fddt budeme pouzivat znaceni

VAN L R L)

= V ostatnich typech znaceni se n-t4 derivace piSe jako

n n
o, L dy
Y Y *
dz™’ dam
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Derivace vyS$sich fadu
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FCE

Ptiklad 12.1

Vypotitejte derivace vyssich fada funkce f(z) = 22°.

Ptiklad 12.2 [viz Priklad 11.3.g]

COS T

Vypocitejte druhou derivaci funkce f(z) = — 55?7
vysledek upravte.
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Extrémy funkce T|FCE

Definice

Rekneme, Ze funkce f je rostouci v bodé xy, jestlize existuje okoli U (z,) C
D(f) takové, ze

pro libovolné x1 < g, 21 € U(xo) je f(x1) < f(xo)

a pro libovolné x5 > x, x2 € U(xo) je f(z2) > f(xo).

Pozndamka:
Podobnym zptisobem definujeme vlastnosti: klesajici, neklesajici a
nerostouci funkce v bodé z.

Y Y
rg T o x
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Extrémy funkce T|FCE

Mui-li funkce f v bodé x derivaci f'(xo) > 0, resp. f'(xo) < 0, pak je funkce v bodé
xo rostouci, resp. klesajici.

Je-li funkce f spojitd na intervalu (a,b) a md-li v intervalu (a, b) derivaci, kterd je
kladnd, resp. zdpornd, pak je f rostouci, resp. klesajici, na intervalu (a, b).
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Extrémy funkce T|FCE

Definice (Lokalni extrémy)

Funkce f ma v bodé =, € D(f) ostré lokdlni minimum, resp. ostré lokalni
maximum, jestlize existuje okoli P(z(,0) C D(f) tak, Ze pro vSechna = €
P(xo,0) plati f(x) > f(zo), resp. f(x) < f(xo).

Jsou-li uvedené nerovnosti neostré, tzn. ze plati f(x) > f(xo), resp. f(x) <
f(zo), fikdme, Ze funkce f mé v bodé z, lokdlni minimum, resp. lokalni
maximum.

= Lokdlni maximum a lokdlni minimum nazyvdme spole¢nym nazvem
lokdlni extrémy.

®m Ostré lokdlni maximum a ostré lokdlni minimum nazyvame souhrnné
ostré lokdlni extrémy.

® Lokalni extrém nenastava v bodech, kde funkce f neni definovana, ani
v krajnich bodech intervali, které tvori defini¢ni obor funkce f.
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Extrémy funkce T|FCE

Necht’ funkce f je spojitd v bodé x, a necht’ existuje jeji derivace v néjakém prsten-

covém okoli P(xy,d).
m JestliZe plati

f'(x) >0prox € P (z0,0) a f'(x) <0prox e P (x,0),

pak md funkce f v bodé x ostré lokdlni maximum.
m JestliZe plati

f'(x) <O0prox € P (x9,6) a f'(x)>0proxe Pt (xg,0),

pak md funkce f v bodé x ostré lokdlni minimum.
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Extrémy funkce T|FCE

Definice

Je-li f'(x0) =0, pak bod zy nazyvame stacionarni bod funkce f.

Necht’ funkce f md v bodé x, € R lokdlni extrém. Potom f'(x¢) = 0 nebo f'(xo)
neexistuje.
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Extrémy funkce T|FCE

Poznamka:

Opacné tvrzeni neplati. Tj. pokud f'(z¢) = 0, tak z toho neplyne, Ze bod
o je lokalni extrém (viz napf. f(z) = 2° a zy = 0).

y=a y = |z| y==x
0 x 0 x 0 x
f(0)=0 1'(0) neexistuje

f(0)=0
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Extrémy funkce T|FCE

Necht” f'(xg) = 0 a funkce f v bodé xy md druhou derivaci f"(xy) # 0. Pak md
funkce f v bodé x ostryj lokdlni extrém a to

® ostré lokdlni maximum, jestliZze f"(zq) < 0,
® ostré lokdlni minimum, jestlize f"(xq) > 0.
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Extrémy funkce T|FCE

Definice (Absolutni (globdlni) extrémy)

Nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f na uzavieném intervalu (a,b) C
D(f) nazyvame absolutnim (globalnim) maximem a minimem funkce f
na intervalu (a, b).

Necht’ f je spojitd a diferencovatelnd funkce na uzavieném intervalu (a,b). Pak ab-

solutni extrém funkce f na (a,b) nastdvd bud’ ve staciondrnim bodé nebo v krajnim
bodé intervalu (a, b).
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Funkce konvexni a konkavni T |FCE|

Definice
Ma-li funkce f derivaci v bodé z, € R, pak fekneme, Ze f je v bodé z( ryze
konvexni, resp. ryze konkavni, jestlize existuje okoli P(x¢,J) takové, Ze
pro vSechna x € P(xo,0) plati f(z) > f(xo) + f/(x0)(x — x0), resp. f(x) <
f(zo) + f'(x0)(x — x0), tj. graf funkce f lezi v P(x¢, ) nad te¢nou, resp. pod
tecnou, sestrojenou v bodeé [z, f(zo)].

/t
f'(@)- (z — o)
f (o)
: T "
Zo x Zo x
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Funkce konvexni a konkavni T|FCE
Véta

Md-li funkce f v bodé xy € R druhou derivaci " (x), pak je-li
1. f"(zo) > 0, je f v bodé x( ryze konvexni,
2. f"(zo) <0, je fvbodé xy ryze konkdoni.

Definice

Rekneme, Ze funkce f mé v bodé z, inflexni bod, jestlize v bodé z, existuje
te¢na ke grafu funkce f a f” zde méni znaménko, tj. funkce se méni v z, z
konvexni na konkdvni, nebo opacné.

Ty X Xy X
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Funkce konvexni a konkavni T |FCE|

Poznamka:
Te¢na v bodé xy neni ,klasickd”, protoZe graf funkce f ji v tomto bodé
protind. Pro inflexni bod z( funkce f plati:

(i) f"(zo) =0,

(i) f"(x) neexistuje [dtivod: jelikoZ f'(z() je nevlastni].

3
Y £ Y 3
v
T T
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L'Hospitalovo pravidlo T|FCE

Véta (L'Hospitalovo pravidlo)

Maji-li funkce f a g v prstencovém okoli bodu x, € R* konecné derivace a plati-li

lim f(z) = lim g(x) =0

T2 T2
nebo
Jim [g(2)] = oo,
pak z existence limity xh—{?o ch,/g)) plyne existence xli_)rgo % a plati roonost
f@) e . f(2)

BT G
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L'Hospitalovo pravidlo T|FCE

= Analogické tvrzeni plati i pro obé jednostranné limity.

/ +
-1 =
® Vhodnou tpravou lze prevést neurcité vyrazy typu
1= o] 2 o
- L’Hospitalovo pravidlo 1ze pouzit i opakované. Vychdazeji-li stdle i po
(n- 1) zderivovéni Citatele a ]menovatele neurcité vyrazy typu H H ¢l
f™ () f(z) S (@)
lim =L = lim —= = lim = L.
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L'Hospitalovo pravidlo T|FCE

POZOR! Pii pouziti L'Hospitalova pravidla nederivujeme fé )) jako
G

podil, ale derivujeme zvlast’ funkci v citateli a zvlast’ funkci ve jmeno-
vateli.

Ptiklad 12.3
Uzitim L'Hospitalova pravidla najdéte limity
sin z

a) lim ,
z—0
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Asymptoty grafu funkce T|FCE

Definice (Asymptota bez smérnice)

Necht' zy, € R. Pfimka x = x, se nazyva asymptota bez smérnice funkce f
v bodé z( pravé tehdy, kdyz m4 funkce f v bodé z, alesporn jednu jednos-
trannou limitu nevlastni, tj.

lim, f(z) =+c0  nebo lim f(z) = fo0.

T T—X
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Asymptoty grafu funkce T|FCE

Definice (Asymptota se smérnici)

Necht' a,b € R. Pfimka y = ax + b se nazyva asymptota se smérnici funkce
f pro x — oo, resp. pro x — —oo, pravé tehdy, kdyz

o= Jim B0 o= i (7(0) — as),
resp.
azwl_i)rfloo@ a b:xl_ig_noo[f(a:) — axl.
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Asymptoty grafu funkce T|FCE

= Asymptota je tedy pfimka, kterd je tecnou ke grafu funkce v nékterém
z jejich nevlastnich bod:
(i) [zo,£o0] - pfimka x = z¢ rovnobéznad s osou y
(asymptota bez smérnice).
(ii) [£oo,b] - pfimka y = b rovnobézna s osou z
(asymptota se smérnici a = 0).
(iii) [£oo, £o0] - pfimka y = ax + b protinajici osu x a osu y
(asymptota se smérnici a # 0).
= Asymptoty bez smérnice hleddme v bodech nespojitosti funkce nebo
na okraji defini¢nitho oboru funkce.
= Pokud pfi vypoctu koeficientti a, b u asymptoty se smeérnicijedna z limit
neexistuje nebo je nevlastni, pak funkce asymptotu se smérnici nema.
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Asymptoty grafu funkce

Yy = arctg x

|
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Asymptoty grafu funkce T|FCE

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAAQ08 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 24 /34

Asymptoty grafu funkce T|FCE

/ y = = + 2arccotgx
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Vysetfovani prubéhu funkce FCE

(i) P¥imo z funkce: D(f), sudost ¢i lichost, periodi¢nost,
pruseciky s osami, kladnost a zdpornost.

(ii) Z prvni derivace: rostouci a klesajici, lokalni extrémy.
(iii) Z druhé derivace: konvexni a konkdvni, inflexni body.
(iv) Asymptoty: se smérnici a bez smérnice.

(v) Nacrtnuti grafu: ke vSem vySe zminénym bodtim dopocitdme
funkéni hodnoty a zkombinujeme zjisténé
informace.

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAAQ08 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 26 / 34

Vysettovani priibéhu funkce FCE

Ptiklad 12.4

Vysettete prabéh funkce
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Vysetfovani pribéhu funkce T|FCE

i) Funkénimu pfedpisu vyhovuji vSechna redlnd ¢isla takova, ze x+1 # 0.
Proto mame D(f) = R\ {—1}. Ponévadz plati

33'2

flma) = ——" = # [ (),

neni zadana funkce ani lich4, ani suda. Zfejmé funkce nemtze byt ani
periodicka. Urc¢ime priseciky s osou x a s osou y:

flz) =0 <= 2z=0 <<= S5,=25,=][0,0].

Nyni ziskdme intervaly, kde je funkce f(z) kladnd a zadporna:

x (—o00,—1) | (—1,0) (0, 00)

sgn f + — —
f kladnd | zdpornd | zdporna
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Vysetfovani priubéhu funkce T|FCE

(ii) Spocitame prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.
Py =222 by =R\ 1)
RN RN - |

Nyni uré¢ime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

fllz) =0 <= —z(x+2)=0 <= 27=0, x5=-2.

x (—o0,—2) | (=2,-1) | (—=1,0) | (0,00)

sgn f’ — + + —

f p / / p
Z tabulky vidime, Ze funkce ma v x = —2 lokdlni minimum a v z =
0 lokdlni maximum. Spoctéme v téchto vyznaénych bodech funkéni

hodnotu.
f(=2)=4,  f(0)=0.
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Vysetfovani pribéhu funkce T|FCE

(iii) Spocitdme druhou derivaci a ur¢ime jeji defini¢ni obor
—2x — 2 —2

P = o = e

D(f") =R\ {~1}.
Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkdvnosti, tj.
f'(x)=0 <= NR,

Druhé derivace tedy nemd zaddny nulovy bod. Nesmime ovSem za-
pomenout, Ze jeji znaménko se mhize zménit i v bodech, ve kterych
neni definovana (tj. v ,dirach” jejtho defini¢niho oboru).

x (—oo,—1) | (—1,00)

1
sgn f + -
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Vysetfovani priubéhu funkce T|FCE

(iv) Bod z = —1 je jedinym bodem nespojitosti defini¢niho oboru funkce
f, . asymptotu bez smérnice hleddme pravé v tomto bodé. Zjistime
limitni chovani:

, T
lim — = — lim ——H H——
z——-1+ x+1 T—— 1+£L'—|—1
ZUQ
lim — = — lim = —|&| =
r—>—1" ZU—|—1 r—— 1_£U+1
Odtud plyne, Ze funkce ma jedinou asymptotu bez smérnice o rovnici
x = —1. Ur¢ime i asymptoty se smérnici (pokud existuji):
7 7

Y

Y lim —
r—Fo00 gj(gj + 1) $—1>rin<>0 24+

. <_1>x] — I

x
z—Foo 1 4+ 1

. i
lim |—
x—r+o00 [ x+1

b= = 1.
Funkce f(r) ma tedy v oo i —oo asymptotu se smérnici, kterd je ddna
rovnici y = —x + 1.
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Vysetfovani prubéhu funkce FCE

(v) Nakonec zkombinujeme vSechny piedeslé vypocty a ziskame graf

funkce.
Y
o1 0 x
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Vysettovani priibéhu funkce FCE

Piiklad 12.5 *
VySetrete priabéh funkce

f(z) = 2?75,
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Dékuji za pozornost!
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