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Fakulta stavební VUT v Brně
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Integrace racionálních lomených funkcí

(i) Každou racionální neryze lomenou funkci 𝑅(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥)
𝑄𝑚(𝑥) , kde 𝑃𝑛 a 𝑄𝑛

jsou polynomy stupně 𝑛 a 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑚, umíme dělením převést na součet
polynomu a ryze lomené racionální funkce, tj.

𝑅(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥)
𝑄𝑚(𝑥) = 𝑆𝑛−𝑚(𝑥) + 𝑇𝑘(𝑥)

𝑄𝑚(𝑥) ,

kde 𝑆𝑛−𝑚 a 𝑇𝑘 jsou polynomy stupně (𝑛 − 𝑚) a 𝑘, kde 𝑘 < 𝑚.

(ii) Dále každou racionální ryze lomenou funkci umíme rozložit na součet
parciálních zlomků.
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Integrace racionálních lomených funkcí

(iii) K zintegrování libovolné racionální lomené funkce nám stačí
umět počítat následující 4 typy integrálů z parciálních zlomků:

1.
∫︁

𝐴

𝑎𝑥 + 𝑏
d𝑥,

2.
∫︁

𝐴

(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛
d𝑥, 𝑛 ∈ N,

3.
∫︁

𝐵𝑥 + 𝐶

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
d𝑥,

4.
∫︁

𝐵𝑥 + 𝐶

(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑛
d𝑥, 𝑛 ∈ N,

kde 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝑎, 𝑏, 𝑐 jsou reálná čísla a 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0.

1. a 2. typ řešíme bud’ substitucí 𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑡, která převede tento typ na
tabulkové integrály

∫︀
𝑡−1 d𝑡,

∫︀
𝑡−𝑛 d𝑡 nebo pomocí vzorečků

∫︁ 𝑓 ′(𝑥)
𝑓(𝑥) d𝑥 = ln |𝑓(𝑥)| + 𝑐 𝑎

∫︁
𝑓(𝑎𝑥 + 𝑏) d𝑥 = 1

𝑎
𝐹 (𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑐.

Mgr. et Mgr. JAN ŠAFAŘÍK, Ph.D. BAA009 Matematika II pro obor Geodézie a kartografie 4 / 24



Integrace racionálních lomených funkcí

Příklad 2.1
Vypočtěte integrál ∫︁ 3

2𝑥 − 8 d𝑥.

Příklad 2.2.1
Vypočtěte integrál ∫︁ 3

(2𝑥 − 8)3 d𝑥.
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Integrace racionálních lomených funkcí

Příklad 2.2.2
Vypočtěte integrál ∫︁ 1

(3𝑥 + 4)5 d𝑥.

3. typ řešíme převedením na součet integrálu typu
∫︁ 𝑓 ′(𝑥)

𝑓(𝑥) d𝑥 a integrálu

typu
∫︁ 𝐷

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
d𝑥, kde druhý integrál po doplnění jmenovatele na

čtverec řešíme vzorcem
∫︁ 1

𝑥2 + 𝐴2 d𝑥 = 1
𝐴

arctg 𝑥

𝐴
+ 𝑐.
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Integrace racionálních lomených funkcí

Příklad 2.3.1
Vypočtěte integrál ∫︁ 𝑥

𝑥2 + 3𝑥 + 3 d𝑥.

Příklad 2.3.2
Vypočtěte integrál ∫︁ 2𝑥 + 1

9𝑥2 + 6𝑥 + 5 d𝑥.
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Integrace racionálních lomených funkcí

Příklad 2.3.3
Vypočtěte integrál ∫︁ 3𝑥 − 6

𝑥2 + 2𝑥 + 5 d𝑥.

Poznámka
3. typ, kde ale 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ≥ 0, řešíme bud’ rozložením na součet dvou
parciálních zlomků 1. typu a dointegrováním nebo můžeme použít i vzorec∫︁ 1

𝑥2 − 𝐴2 d𝑥 = 1
2𝐴

ln
⃒⃒⃒⃒
𝑥 − 𝐴

𝑥 + 𝐴

⃒⃒⃒⃒
+ 𝑐.
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Integrace racionálních lomených funkcí

Příklad 2.4
Vypočtěte integrál ∫︁ 3

2𝑥2 − 12𝑥 + 10 d𝑥.

4. typ se řeší podobně jako 3. typ – nejprve integrand upravíme na

součet integrálu typu
∫︁ 𝑓 ′(𝑥)

(𝑓(𝑥))𝑛
d𝑥 a integrálu typu

∫︁ 𝐷

(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑛
d𝑥,

kde druhý integrál po doplnění jmenovatele na čtverec
∫︁ 1

(𝑥2 + 𝐴2)𝑛
d𝑥

řešíme pomocí rekurentní formule.

Mgr. et Mgr. JAN ŠAFAŘÍK, Ph.D. BAA009 Matematika II pro obor Geodézie a kartografie 9 / 24



Integrace racionálních lomených funkcí

∫︁ 𝑓 ′(𝑥)
(𝑓(𝑥))𝑛

d𝑥 = − 1
𝑛 − 1 · 1

(𝑓(𝑥))𝑛−1

∫︁ 1
(𝑥2 + 𝐴2)𝑛

d𝑥 = 1
2(𝑛 − 1)𝐴2

(︃
𝑥

(𝑥2 + 𝐴2)𝑛−1 + (2𝑛 − 3)
∫︁ 1

(𝑥2 + 𝐴2)𝑛−1

)︃
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Integrace racionálních lomených funkcí

Příklad 2.5.1
Vypočtěte integrál ∫︁ 2𝑥 + 3

(4𝑥2 − 4𝑥 + 3)2 d𝑥.

Příklad 2.5.2
Vypočtěte integrál ∫︁ 4𝑥 − 1

(𝑥2 + 4𝑥 + 13)2 d𝑥.
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Integrace goniometrických funkcí

X sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1,

X tg 𝑥 = sin 𝑥

cos 𝑥
,

X cotg 𝑥 = cos 𝑥

sin 𝑥
,

X sin 2𝑥 = 2 sin 𝑥 cos 𝑥,

X cos 2𝑥 = cos2 𝑥 − sin2 𝑥,

X sin2 𝑥 = 1 − cos 2𝑥

2 ,

X cos2 𝑥 = 1 + cos 2𝑥

2 .
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Integrace goniometrických funkcí

Polynom 𝑛 proměnných

𝑃 (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛) =
𝑚1∑︁

𝑘1=0

𝑚2∑︁
𝑘2=0

· · ·
𝑚𝑛∑︁

𝑘𝑛=0
𝑎𝑘1𝑘2...𝑘𝑛𝑢𝑘1

1 𝑢𝑘2
2 . . . 𝑢𝑘𝑛

𝑛 ,

kde 𝑛 ∈ N, 𝑎𝑘1𝑘2...𝑘𝑛 ∈ R, 𝑘1, 𝑚𝑖 jsou celá nezáporná čísla

Racionální funkce 𝑛 proměnných

𝑅(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛) = 𝑃 (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛)
𝑄(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛)
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Integrace goniometrických funkcí

Typ
∫︁

𝑅(sin 𝑥, cos 𝑥) d𝑥

Necht’
𝑅(𝑢, 𝑣) = 𝑃 (𝑢, 𝑣)

𝑄(𝑢, 𝑣)
je racionální funkce dvou proměnných 𝑢 = sin 𝑥 a 𝑣 = cos 𝑥. Inte-
graci funkcí tohoto typu lze převést na integraci funkcí racionálních v
proměnné 𝑡 zavedením následujících substitucí:

(i) Platí-li 𝑅(−𝑢, 𝑣) = −𝑅(𝑢, 𝑣), integrant je lichá funkce vůči proměnné
sin 𝑥, pak volíme substituci

𝑡 = cos 𝑥.
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Integrace goniometrických funkcí

(ii) Platí-li 𝑅(𝑢, −𝑣) = −𝑅(𝑢, 𝑣), integrant je lichá funkce vůči proměnné
cos 𝑥, pak volíme substituci

𝑡 = sin 𝑥.

(iii) Platí-li 𝑅(−𝑢, −𝑣) = 𝑅(𝑢, 𝑣), integrant je sudá funkce vůči proměnné
sin 𝑥 a cos 𝑥 současně, pak volíme substituci

𝑡 = tg 𝑥.

(iv) V ostatních případech lze volit univerzální substituci

𝑡 = tg 𝑥

2 .
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Integrace goniometrických funkcí

Substituce 𝑡 = tg 𝑥

sin 𝑥 = 𝑡√
1 + 𝑡2

,

cos 𝑥 = 1√
1 + 𝑡2

,

d𝑥 = 1
1 + 𝑡2 d𝑡.

Odvození:

𝑡 = tg 𝑥 ⇒ 𝑥 = arctg 𝑡 ⇒ d𝑥 = 1
1 + 𝑡2 d𝑡.
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Integrace goniometrických funkcí

Poznámka
Je-li integrant sudá funkce vůči proměnné sin 𝑥 a cos 𝑥 současně, volíme substi-
tuci 𝑡 = tg 𝑥. Ta ovšem, podobně jako univerzální substituce 𝑡 = tg 𝑥

2 , vede na

složité úpravy a výpočty integrálů z racionálně lomené funkce. Proto se v praxi,
zvláště pokud jsou v integrantu pouze součiny či podíly sinů a kosinů v sudých
mocninách, používají nejprve vzorce

sin2 𝑥 = 1 − cos 2𝑥

2 a cos2 𝑥 = 1 + cos 2𝑥

2 ,

které převedou integrant na výraz se siny a kosiny v nižších, nejlépe lichých,
mocninách s násobným argumentem. Poté již lze zpravidla bud’ volit jednodušší
substituci za sinus či kosinus, nebo dopočítat integrál přímo.
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Integrace goniometrických funkcí

Univerzální substituce 𝑡 = tg 𝑥
2

sin 𝑥

2 = 𝑡√
1 + 𝑡2

,

cos 𝑥

2 = 1√
1 + 𝑡2

,

sin 𝑥 = 2𝑡

1 + 𝑡2 ,

cos 𝑥 = 1 − 𝑡2

1 + 𝑡2 ,

d𝑥 = 2
1 + 𝑡2 d𝑡.
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Integrace goniometrických funkcí

Odvození:

sin 𝑥 = sin 2𝑥

2 = 2 sin 𝑥

2 cos 𝑥

2 = 2 𝑡√
1 + 𝑡2

· 1√
1 + 𝑡2

= 2𝑡

1 + 𝑡2 ,

cos 𝑥 = cos 2𝑥

2 = cos2 𝑥

2 − sin2 𝑥

2 = 1
1 + 𝑡2 − 𝑡2

1 + 𝑡2 = 1 − 𝑡2

1 + 𝑡2 ,

𝑡 = tg 𝑥

2 ⇒ 𝑥 = 2 arctg 𝑡 ⇒ d𝑥 = 2
1 + 𝑡2 d𝑡.

Příklad 2.6
Vypočtěte integrál ∫︁ cos3 𝑥

1 + 4 sin2 𝑥
d𝑥.
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Integrace goniometrických funkcí

Příklad 2.7
Vypočtěte integrál∫︁ 1

4 sin2 𝑥 − 4 sin 𝑥 cos 𝑥 + 7 cos2 𝑥
d𝑥.

Příklad 2.8
Vypočtěte integrál ∫︁ 1

4 − 5 sin 𝑥
d𝑥.
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Integrace goniometrických funkcí

Typ
∫︁

sin 𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥 d𝑥,
∫︁

sin 𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥 d𝑥,
∫︁

cos 𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥 d𝑥

Necht’ 𝛼, 𝛽 ∈ R. K výpočtu integrálů∫︁
sin 𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥 d𝑥

∫︁
sin 𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥 d𝑥

∫︁
cos 𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥 d𝑥

použijeme vzorce

sin 𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥 = 1
2[cos(𝛼 − 𝛽)𝑥 − cos(𝛼 + 𝛽)𝑥],

cos 𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥 = 1
2[cos(𝛼 − 𝛽)𝑥 + cos(𝛼 + 𝛽)𝑥],

sin 𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥 = 1
2[sin(𝛼 + 𝛽)𝑥 + sin(𝛼 − 𝛽)𝑥].
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Integrace goniometrických funkcí

Typ
∫︁

sin𝑚 𝑥 cos𝑛 𝑥 d𝑥

Necht’ 𝑚, 𝑛 jsou celá nezáporná a sudá čísla. Pro výpočet integrálu∫︁
sin𝑚 𝑥 cos𝑛 𝑥 d𝑥

použijeme výše uvedené vzorce

sin2 𝑥 = 1
2(1 − cos 2𝑥),

cos2 𝑥 = 1
2(1 + cos 2𝑥),

sin 2𝑥 = 2 sin 𝑥 cos 𝑥.
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Integrace goniometrických funkcí

Příklad 2.9
Vypočtěte integrál ∫︁

sin 3𝑥 cos 2𝑥 d𝑥.

Příklad 2.10
Vypočtěte integrál ∫︁

sin4 𝑥 cos2 𝑥 d𝑥.
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Děkuji za pozornost!

Mgr. et Mgr. JAN ŠAFAŘÍK, Ph.D. BAA009 Matematika II pro obor Geodézie a kartografie 24 / 24


