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Lokélni extrémy funkce dvou proménnych T|FCE

Definice

Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) ma v bodé [z¢, o] € D(f) lokalni maxi-
mum (resp. minimum), kdyZ existuje prstencové okoli P(zo,y) takové,
Ze pro vSechny body [z, y] € P(xo,yo) plati podminka f(z,y) < f(xo,yo)
(resp. f(z,y) > f(xo,v0)). Je-li v podmince ostra nerovnost f(z,y) <
f(zo,yo) (resp. f(x,y) > f(xo,yo)), hovotime o ostrém lokdlnim maximu
(resp. ostrém lokalnim minimu) funkce f v bodé [z, yo).

Lokalni minima a lokdlni maxima funkce souhrné nazyvame lokalnimi
extrémy funkce.
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T|FCE

Lokalni extrémy funkce dvou proménnych

Definice

Bod A = [z, yo] € D(f) nazveme stacionarnim bodem funkce f, jestlize
v ném existuji parcidlni derivace f;, f, a plati f, (w0, y0) = 0, f, (%0, yo) = 0.

Nutnd podminka existence lokdlniho extrému:

Tvrzeni

Necht ma funkce z = f(z,y) v bodé A = [xo, 1] € D(f) lokdlni extrém.
Pak je bod [z, yo| staciondrnim bodem funkce f, nebo alespon jedna z

parcidlnich derivaci f,(A), f,(A) neexistuje.
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Lokalni extrémy funkce dvou proménnych

Postacujici podminka existence lokdlniho extrému:

Tvrzeni

Bud’ A = [z, yo] staciondrnim bodem funkce z = f(zo, yo) a necht’ existuji
spojité parcidlni derivace druhého ¥ddu finkce f v bodé A. Ozna¢me
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determinant tvofeny z parcidlnich derivaci druhého ¥ddu funkce f.

D(X) =
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Lokélni extrémy funkce dvou proménnych FCE

Tvrzeni (pokracovani)

Pak plati:
a) Je-li D(A) > 0, pak ma funkce f v bodé A lokdIni extrém, a to

(i) ostré lokalni maximum, je-li f,.(A) < 0,

(i) ostré lokalni minimum, je-li £, (A) > 0.

b) Je-li D(A) < 0, pak nema funkce f v bodé A lokdlni extrém.
c) Je-li D(A) = 0, pak funkce f v bodé A lokalni extrém mit mtize, ale
nemusi.
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Ptiklad 8.1

Vypoctéte lokdlni extrémy funkce f : z = 22 + y* + 22 + 6y + 3.

Ptiklad 8.2

Vypoctéte lokdlni extrémy funkce f(z,y) = (v — 2y)e™.
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Absolutni extrémy funkce T|FCE

Definice

Absolutnim maximem (minimem) funkce f : z = f(z,y) na mnoZiné
M C D(f) nazyvame nejvétsi (nejmensi) funkéni hodnotu funkce f
(pokud existuje) na mnoziné M.

Z Weierstrassovy veéty 1ze odvodit, Ze absolutni extrémy mohou nastat

a) bud’ ve vnitfnich bodech mnoziny M, které jsou staciondrnimi body
funkce f,

b) nebo na hranici M mnoziny M.

Extrémy funkce f jsouna hranici 0M vazany podminkami tvaru F'(z,y) = 0
a budeme hovoftit o vdzanych extrémech funkce f. Ulohu lze zobecnit pro vice
proménnych.
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Komentar

Podminku F(z,y) = 0 lze ¢asto do nasich vypoctli zahrnout pomoci
parametrizace x = z(t), y = y(t) (¢t € (a,p)) tak, ze F(z(t),y(t)) = 0
je splnéna identicky a funkce dvou proménnych z = f(z,y) se pro

body spliiujici podminku F(z,y) = 0 zméni ve funkci jedné proménné
2(t) = f(z(t),y(t)), t € (a,B), pro kterou umime tlohu extrémt funkce
resit.
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Absolutni extrémy funkce

Pfi hledani absolutnich extrémt funkce dvou proménnych si miiZzeme
vypocet zjednodusit. Staci si uvédomit, Ze postacuje porovnani funkénich
hodnot

a) ve staciondrnich bodech leZicich uvniti kompaktni mnoziny M,

b) ve staciondrnich bodech na jeji hranici 0/,

c) ve spolecnych bodech jednotlivych ¢asti hranice (v nichZ se mént jejich

rovnice).
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Ptiklad 8.3
Urcete globdalni (absolutni) extrémy, tedy nejvétsi a nejmensi hodnotu
funkce: f(z,y) : 2 = xy — 2* — y* + x + y v trojuhelniku tvofeném soufad-

nymi osami a pfimkoup: z +y = 4.

Ptiklad 8.4

Najdéte globélni extrémy funkce f na mnoziné M: f(z,y) = 2* — zy + v?,
M ={[z,y]: |z] + [y| < 1}.
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Absolutni extrémy funkce FCE

Komentar

Pfi splnéni podminek pro existenci funkce dané implicitné 1ze z pod-
minky F(x,y, z) = 0 vyjadfit nékterou z proménnych jako funkci promén-
nych zbyvajicich, naptiklad z = z(z,). Uloha nalezeni extrém funkce
v = f(z,y,2) se pak zméni v tlohu hledani extrémt funkce u =
f(z,y,2(x,y)) = u(z,y) dvou proménnych, kde [z,y] € M, resp. [z,y]| €
M uzéveéru oblasti M C E),.
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Priklad 8.5

Vodni nadrz tvaru kvddru ma objem 32 m®. Najdéte rozméry nadrZe
takové, aby mél natér stén nddrze nejmensi spottebu barvy.
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Dékuji za pozornost!
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