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Zakladni vzorce na integrovani

v /sinycd:c = —cosx + ¢,

v /cosxdx =sinzx + ¢,

1 1
v / de =tgr+c,z # 2k +1)-m,
cos? 2

sin“ x

1
// 5—dr = —cotgx + ¢, # km,

1
v /1+x2dx:arctga:+c,

// ! d i +
————dx = arcsinz + ¢,
V1—a?
\//sinh:cda::cosha:%—c,

v /coshxdx = sinhz + ¢,

1
v dxr =tghx + ¢,
/costh &

1
//. 5—dr = —cotghz + ¢,
sinh” z
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Odvozené vzorce na integrovani

f/(l‘) =1 x C
¢ [T =@+

Uzitim substituce f(z) =t.

v /f(ax—i—b)da::%F(ax—l—b)qLc.

Uzitim substituce ax + b = t.



1
V | ——=de=In|lzr+V22+ B|+¢, B #0,
| e e = nlo 4 VITEB| + o B #

Uzitim Eulerovy substituce /x> £ B =1 — .

Nasledujici odvozené vzorce lze v technické praxi pouzit, ale v predmétu BAA0O9 je nutné
umét cely vypocet odvozeni!

1 1 T
v /mdxzzarctgz—l—c,

UZitim vztahu / dx = arctgx + ¢ a substituce.

1+ 22

rz— A

T+ A

1 1
\//mdx:ﬁln ‘+C,A>O,|I|%A7

Uzitim rozkladu na parcialni zlomky.

.
= arcsin — + ¢, A > 0, |z| < A,

1
/\/AQ—xzdx A

Uzitim vztahu dx = arcsinz + ¢ a substituce.

=

(1) Integrace uzitim zakladnich vzorcu.

| | 1, 2
a)/(m+;+ﬁ+%) dx [590 +1n|x|+§x\/5+2\/§+0]
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f)/x2+1dx [z —arctgz + C']
5sin®x + 3cos? x 5 5
d ez — 2 cotgz + C
g)/ 2sin? z cos? v [2 gx 200 gz +C |
(T1) Integrace uzitim zakladnich vzorci.
a)/(3x2+2x—1)daz [$3+x2—x+0]

3 -1 3
b)/%d:c [%—1—33:—111]95\—1-0]
T
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(NP) Integrace uzitim zékladnich vzorci.

2 (2* + 1) dx
(z—1)°
\/E

a)

b) dx
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(2) Integrace substitu¢ni metodou.

4x—3) dx

2:1:—

V2 — 49m2
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sin z cos® z dx

S cos x dx

(NP) Integrace substituéni metodou.
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sin® x cos x dx
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(3) Integrace metodou per partes.

/xe dz
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1
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[ sin(lnx) + C']

[e“(x—1)+C]
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[ —5x0052x+ Zsin2x+0]
1
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(NP) Integrace metodou per partes.

T CosSx x 1
d - — —cot
a>/sing’m . [ 2sin? z 2cogx—|—(]]
b) /xsinhmdm [ x coshz —sinhz + C' |
5 5
c) /59(;64”” dx [ —Z—lxe’“ — 1—66741 +C |
d) /exC082$dl' [%(cosQ:c—i—QsinZ”c)—l—C]
e) /(x2 —2x+5)e “dx [ —e ™ *(2* +5)+ C ]
(4) Integrace racionalni lomené funkce.
x 1 9 2x — 3
22% + 41z — 91 (x — D)4z —4)°
d 1 C
C)/@;_m(;ﬁ—x—u) v )\ =T |+ ¢
r+1
d)/e+1dx [—In|e’| +2In|e* — 1]+ C' ]
et —
32® — ba? 4+ 8z 3 1 2
d —= - In|(z—1 1|+ C
e)/(x2—2x+1)(x2—1) CO Y pra s S G A RS
(T2) Integrace racionalni lomené funkce.
dx 1 (x+1)? 1 2r — 1
d —ln —— 4+ —arct
/x3—|—1 ! [6nx2—x+1+\/§arcg V3 el
(NP) Integrace raciondlni lomené funkce.
202 + 41z — 91 — D4z —4)°
a)/ r° + 41z . [ln(x )z >+C]
(x —1)(z+3)(x—4) (x+3)7
(x —1)2 5 ) 9 2r + 3
b) [ ———d — =1 3z +4) + —= arct C
)/x2+3x+4 x [ x 2n(x—i—.r+)+\/7arcg 7 +C'|
(5) Integrace goniometrickych funkci.
: L.,
a) [ sinzcosxdx [§sm r+C |
b) /tgzdm [ —In|cosz| + C']
/1_22Smxd:r [sinx—2+c]
cos cos T
1 2
/cos xdx [gsinxc0s2x+§sinx+0]
1. |sinz+1
—In|——|+C
/cosz [2nsinx—1‘+ )
1 1+sinz tgx
-1 2
/0053 [4<n 1 —sinzx cosx>+c]




(NP) Integrace goniometrickych funke.

1
a) /sin?’xcosxdx [Zsin4x—|—(]]
6
b) /80552xsin2xdx [—COEQQE%—C]
c)/wdx [ —In|sinz + cosz|C' |
SIN X + cosx

(6) Integrace iracionalnich funkci.

1
a)/mdx [2(Vz —In|Vz+1])+C ]

sjr+1 1 3,/r+1
bf/vz—1@H4xx—ndx V=7 ¢!

Va? — 7V + 12 12 .
c) - . xj \/de [ = Vab — 21 Vat + 4 Va3 + 30 Va2t
z(Jx — Jx) 5
12 %/ +24In | ¥z + 1| +36In| ¥z — 1| + C' ]

d)/xfﬁdx [z — 27 +2In|Vz + 1|+ C]

(T3) Integrace iracionalnich funkci.

\/E 6 66 66
— —2 — Vb — =V - 31
1 %dx [ 6/x NG 5 x - " —3In

(NP) Integrace iracionalnich funkei.

9z —1
V41 +C

dx W 3 3
a)/mdm [3<T—ﬁ+ln|1+\/5|>+0]
b)/%dm [_2

z+1

—21n‘ —1’—1—6’]

r+1 rz+1

(7) Vypocet urcitého integralu — tpravou.

a)/5ldx [lng]

3 'T
3 65
b) |1 — 3z| dx [ — ]
0 6
1
2
. [0]

9 /m

(8) Vypocet urcitého integralu — metoda per partes.

) /dx (7]

b%[?ﬂx+@dx (33 —2]

1
c) / arccos r dx [ 7]

1



1
d)/ e*x dx
0

(9) Vypocet urcitého integralu — substituéni metoda.

?) /fﬁd‘”

b)/z

s .9
3 1 —sin“x

sin® x cos x

5
1
C)/ Inz
1 X

s
2
d) / sin® z cos z dx
0

(NP) Vypocet urcitého integralu.
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a>/_

|z + 1| dz

7
1

b)/ cosh z dz
-1

! dx
c)/o —(293—1—1)3 dx

) f

s
2 COST

——dx
sin® x

X

2+ ]
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[21n§—§]
1

5]
[%11125]
1
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£
e
2
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(10) Vypoctéte obsah kiivocarého lichobéznika ohrani¢eného kiivkami

?+yP=1,y=1—x,2>0,y>0.

[

(11) Vypocététe délku oblouku rovinné kiivky y = ~2? —

™

-2

]

1

1
4

1
§lnx, x € (1,3).

(12) Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy P kolem osy z.

P:iy=—22+1,y=—222+2.

[

16

bt

—r]

NP Vypoététe povrch télesa, které vznikne rotaci kiivky kolem osy x. P : x = acos’t,

y=asin®t, t € (0,7), a > 0.

[

NP Najdéte t&zisté homogenni hmotné oblasti omezené kiivkami y = 22, y =

[T(O'M>]

6ma’

5 ]

"30m — 20

1422



NP Stanovte defini¢ni obor dané funkce a nacrtnéte jej.

a) z=+/1—(22+1y)? b) z=2\y—a2+5x—y?
2, .2
c) z:% d) 2z =arcsin(l — 2?2 — y?) + arcsin 2zy
[a) Dz = {(z;y) € By : =22 —1 <y < —2?*+1}; b) Dz = {(z;y) € Ey :
yzat Ax >yt o) Dz = By —{(zy) € By : y = 2 Ay = -z} d)

1
Dz={(z;y) €Ey: 2* +y* <2}N({(z;9) € Ey 1 y > —%/\x > 0tU{(z;y) € Eq :
1 1 1
< —— ; Yy < — : Ty > —
y < 2I/\ac <0PH)U{(z;y) € Ey:y < 295/\96 >0}U{(z;y) €Ey iy > 2gj/\x < 0}]
(13) Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fadu danych funkci.

3 i
it b) z = (sinx)*®Y
r—=y

. 2 2 _
Q) yom YOy -

a) z=

c) z=uxye

24yt
3y? 322
o 4=
(z—y) (z—y)
b) 2, = cosx cosy(sinx)V!, 2] = —sinyInsin 2(sin )°Y;
C) Zg,v — €Sin7rxyy(1 +7T=Ty COS?TQ?y), Zg; — esinmcyx(l +7T$y COS?T.I‘y);
d) / —2 ;o 2x

Ve iyl

NP Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fadu danych funkei.

z+y\’ T+
a) 2= 1—< > +aresin 7 b) 2= (2 +y)*
Ty Ty

L jawy—ax—y , 1 Jay—x—y,
[a’) Ze = T3 YRy T T )
x Ty +x+y Y Ty +x+y

b) z, =2[1+In(2z +y)]z, 2, = [1 + In(27 + y)|2]

(14) Vypoctéte vSechny parciilni derivace druhého Ffddu danych funkci.

2

cos T Yy

a) z= b) z==x + =

) ) ) vt
" 2sinx? + 42% cosx® 2cosz? 27 sin 22 " 4y
[a’)xa::c:_ )y Ryy T 3 ) Ray T 2 ’b)Zzw: 7
ly ] Y Y 923

—x

v/ : -
W4y 2y 33 |
NP Vypoctéte vsechny parcialni derivace druhého radu danych funkei.

"o
ny =

T

a) z:—\/m

1
b) z= 5 In(z* + y?)



[ a) Z” _ —31’y2 Z” _ y(21’2 B y2> Z” _ _I<x2 + 2y2>, ) Z//
Tz (22 +y2)57 vy (2 +y2)57 vy /(xQ + y2)5 ’
Z/2 — 33'2 o —2(£y S = (E2 — y2 ]
(22 +42)2 " (224922 W (22 + )2
(15) Vypoctéte vSechny pozadované derivace danych funkci.

. 2
a) z=c¢"lny+sinylnw, o), =7, v, =7 b) z =2y +e", Zyy =

x 3 2 x
[a) 25y, = —% - Sl% vy = y—i —cosylna; b) 2, =2+ eV yP(4 4 22y) |
NP Urcete d?z v bodé A funkce 2z = f(z,y).
L T
a) z=sinxsiny, A:[Z’Z] b) z=ylhz, A=(1,1)

[a) —%dxz — dxdy — %dyZ; b) —da? + 2dxdy |
NP Urcete d*z v bodé A funkce z = f(z,y).
a) z=e¢e" A=1[1,2]
[ a) 4e?da® + 6e*dxdy + e*dy? |
Taylorova véta pro funkci f(x), X = [x1,29,...,2,]:

FX) = FO0) + df (6) + g F(6) - =" [(X) + R (X))

1
(n+1)!

kde zbytek R,1(X) = d" " f(zy + Ohy, ...,z + 6hy), 6 € (0,1).

(16) Napiste Tayloruv polynom stupné n pro funkci y = f(x,y) v bodé A.

a) z=e"siny, A=10,0], n=3
b) z=sin(zy), A = [O,g], n=2

7

1, N
[a) y+ay+ 527y — oy’ b) grtaly —5) ]
NP Napiste Taylorav polynom stupné n pro funkeci y = f(x,y) v bodé A.

a) z=In(l—2)In(l—-y), A=10,0, n=3
[a) zy + 2%y + 529 |
Pravidla pro pocitani slozenych funkci:

o 2= f(z,y), s =2z(t)ay =yt

ds_ (01 dv (01 dy
dt  \ox) dt dy ) dt

Txr



o w=f(x,y,2), z =x(u,v), y =y(u,v) a z = z(u,v)
GEROENOE

or ) Ou oy ) Ou oy ) ou’
ow  (Ow) Ox ow\ 0y ow\ 0z
w=(5)a (&) o (5) o

e Obecné: w = f(xy,...,Tn), Tp = xp(ty,...,ty), prok=1,....m

Om (Qwy Ova (0w O
Gti 81’2 8752 al’m atz ’

NP Vypoctéte parcialni derivace prvniho radu slozenych funkei.

3_w_ ow
ati— 81’1
kde:=1,2,...,n.

a) z=u-+v* u=2z>+siny, v=In(xr+y)
b) z=w?v—v?u, u=zcosy, v=zsiny

[a) 2} = 22+

2
p—y In(r+y), 2, = cos y—l—x—iy In(z+y); b) 2., = 322 sin y cos y(cos y—

siny), z, = 2°(siny + cosy)(1 — 3siny cosy) |
NP Vypoctéte parcialni derivace prvniho radu slozenych funkei.

a) z=u", u=In(z+y), v=ev

x Yy

ev vyt —ev
[a) 2, = vu’" +u'lnv—, 2, = +u’ Inu—p- |
r—Yy ) y—z )
NP Urcete prvni parcidlni derivace funkce z = f(x,y), kterd je dana implicitné danou
rovnici.

a) cos(ax + by — cz) = k(az + by — cz)
b) r4+y+z=¢€

/ a / b / /
[a)z C’zy C7 )zm (ZE+y+Z—1) Zy]

NP Vypoctéte prvni parcidlni derivace v bodé A funkce z = f(z,y), kterd je déna
implicitné danou rovnici.

a) e +ax*y+2+5=0 A=[1,-6,0]

b) cos’z +cos’y +cos’z—1=0, A= [W T W}

326

[a) 2(A) = 6, 2/ (A) = —%, b) 2 (A) = —1, #/(A) = 0]

Y
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TeCna rovina a norméla plochy v bodé M = [z, yo, 20|

z

tg = fi(o. y0)
tg 8= f,(w0, o)

a) explicitni tvar plochy z = f(zy)
T 2=z = fo(M)(x —x0) + f,(M)(y —y) nebo
fo(M)(x —20) + fo(M)(y — o) — (2 —20) =0

n: x=uxo+ fo(M)-s
y=yo+ f(M)-s seR

Z2=2zy— S

b) implicitni tvar plochy F(z,y,z) =0
T B (M)(x — o) + Fy(M)(y — yo) + FL(M)(2 — 2) =0

n: x=xo+ F,(M)-t
y=y +F,(M)-t tcR
z=z0+ F.(M) -t

Sp =1ty = (F(M), Fy(M), FL(M))
c) gradient v bodé M = [z, yo, 20|
grad f(z,y) = (fz(M), f,(M),-1)
grad F(z,y,z) = (F(M), F,(M), FZ(M)
grad L 7
grad || n

Poznamky k prikladdim:
i. Mate-li sestrojit te¢nou rovinu nebo normalu plochy v zadaném bodé, dosadite do
vyse uvedenych vzorct
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ii. Pokud fesite tlohu sestrojit tecnou rovinu plochy, kterd je rovnobézna se zadanou
rovinou p, vyuzijete faktu, ze grad f(x,y) resp. grad F(z,y,z) je vlastné jen k-
nasobkem normalového vektoru zadané roviny:

grad f(z,y) = k-1, nebo
grad F(z,y,2) =k-1,

Odsud si vyjadrite x, y a z pomoci k a dosadite do rovnice plochy. Hodnoty & mam
urci tecné body, ve kterych je te¢na rovina 7 rovnobéznd se zadanou rovinou p. Dal

se postupuje podle bodu 1.
Stejnym zptisobem ftesite hledani tecné roviny kolmé k zadané primce p. Jen misto
normalového vektoru budete uvazovat smérovy vektor primky s),.

iii. Resite-li ulohu sestrojit tecnou rovinu, ktera je kolma k zadanym rovindm a a [,
vyuzijete vztahu:

iy L (e, 7ig).

Déle postupujete podle 2.

Tecna a normalova rovina prostorové kiivky v bodé M = [z, yo, 20]
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vioox=x(t)
y:y(t) tE<Oé, >
z = z(t)

t: x=xo+a,(M)- s
=yo+y, (M) s seR
z=z0+2z(M)-s

p: o (M)(x —x0) +y(M)(y — yo) + 2(M)(2 — 20) =0

5, = ity = (2 (M), y, (M), z(M))

Poznamky k prikladim:
i. Mate-li sestrojit tecnu nebo normaéalovou rovinu prostorové kiivky v zadaném bodé,
dosadite do vyse uvedenych vzorct
ii. Pokud Tresite ulohu sestrojit tecnu prostorové kiivky, ktera je dana jako priisecnice
dvou ploch F' a G, vyuzijete vztahu:
S; L (grad F,grad G),
Sy tedy urcite pomoci vektorového soucinu a poté dosadite do vyse uvedenych vzorct.

iii. Resite-li ulohu sestrojit tecnu, ktera je kolma k zadané roviné v, vyuzijete toho, ze
Sy -1, = 0.

NP Naleznéte tecnou rovinu a normélu v bodé A plochy z = f(z,y) zadané implicitné
danou rovnici.

a) 2 +y*+22-49=0, A=1[2,-6,7]
b) (22 —a2¥)ryz —y° =5, A=1[1,1,2]

[a) 7@ 20 —6y+32—49=0,n: x =2+4t,y = —6— 12t,z = 3 + 6t,
Ty 20 —6y—32—49=0,n: z=2+4t,y = —6—12t,z = =3 — 6t ; b)
T: 20 4+y+112—25=0,n: z=1+2t,y=1+t,2=2+ 11t |

(17) Urcete tecnou rovinu a normalu v bodé T plochy z = f(x,y).
z=ay? — 2%y, T =[2;1;7].

[T:3x4+z—4d=0,n:2=2+3t,y=1,2=-2+1]

NP Urcete tecnou rovinu a norméalu v bodé T plochy z = f(x,y).

2
Y
=5 T=1[-1;2;7].

[7:8x4+4dy—zdd=o;n:x=—-1+8,y=2+4t,z=4—1]

NP Urcete derivaci ve sméru §'v bodé A a gradient v bodé A funkce z = f(z,y).

z=/2?+y? —uay, A=[3;4], §=(3;4).
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0z 19 17 11.
[ag() = grad 2 % 5]]

NP Urcete derivaci funkce z = In(z? + y?) v bodé A = [1;2].
a) ve sméru tecného vektoru v bodé A ke kiivee y = 2+/x,
b) ve sméru, v némz je derivace maximéalni.

) iy = 2van) L= -2va)

(18) Naleznéte lokalni extrémy danych funkci.

a) z=ax/y—a>—y+6x+3
b) z =223+ xy® + 5% + ¢?

c) z:ln%—i—any—l—ln(lQ—x—y)

[a) [4;4] — lok. max.; b) [-1; —2] a [=1;2] — neni, [0;0] — lok. min., {—2;0} — lok.
max.; ¢) [3;6] — lok. max. ]

NP Naleznéte lokalni extrémy danych funkci.
50 20
a) z=zxy+—+ —
T )
b) z=yyr—y*—z+6y
[a) [5;2] — lok. min.; b) [4;4] — lok. max. |
NP Naleznéte vazané extrémy dané funkce pti danych podminkéch.

a) z=ux+2y; podm. 22 +y> =5
1 1

b) z=—+—; podm. z+y =2
r oy

[a) [1;2] - lok. max., [-1; —2] — lok. nim.; b) [1; 1] — lok. min. |

NP Naleznéte vazané extrémy dané funkce pti danych podminkéch.

[a) [1;1] — lok. max., [-1; —1] - lok. nim.; b) [=v/2; —v/2] — lok. min., [v/2;/2] —

lok. max. |

(19) Najdéte absolutni extrémy funkce z = 2*> — zy +y?, M je uréena nerovnici
|| + |yl < 1.

[ [0;1], [0; —1], [1;0], [-1;0] — abs. max., [0;0] — abs. min.]
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NP Najdéte absolutni extrémy danych funkci.

a) z=12%+2zy —4x + 8y; na obdélniku 0 <z <1, 0<y<?2
b) z=x?+ y* — 122 + 16y; na oblasti dané nerovnici x* + 3> < 25

[a) [1;2] — abs. max., [1;0] — abs. nim.; b) [3; —4] — abs. min., [-3;4] — abs. max.|



[28]
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