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Integrace racionalnich lomenych funkci T |FCE|

(i) Kazdou racionalni neryze lomenou funkci R(z) = 0 (( >) kde P, a @,

jsou polynomy stupné n a m, n > m, umime délenim pfevést na soucet
polynomu a ryze lomené raciondlni funkce, tj.

Qm( ) Qm(z)’

kde S,,_,, a T}, jsou polynomy stupné (n —m) a k, kde k < m.

R(x) = = Sp_m(x) +

(ii) Déle kazdou raciondlni ryze lomenou funkci umime rozloZit na soucet
parcidlnich zlomkd.
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Integrace raciondlnich lomenych funkci FCE

(iii) K zintegrovani libovolné raciondlni lomené funkce ndm staci
umét pocitat nasledujici 4 typy integrald z parcidlnich zlomk:

1./ A 3. /de,
ax +b ar? +bx +c
A Bz +C
2. —d N 4. d
/(ax—i—b)” Lme /(a:c2+bx+c)" zmeR,

kde A, B,C, a,b, cjsou redlna ¢islaa D = b? — 4ac < 0.

. _________________________________|
1. a 2. typ feSime bud’ substituci ax + b = ¢, kterd prevede tento typ na

tabulkové integraly [¢~*d¢, [ ¢~ dt nebo pomoci vzorecku

fl(x) = 1n X Cc a ax le axr (&
[ Fay da =@ + [ Hlaz +b)dz = —Flaz+b) +c.
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Integrace raciondlnich lomenych funkci FCE

Priklad 2.1

Vypoctéte integral
/ 5 dz
20 —8

Priklad 2.2.1
Vypoctéte integral

/(Zx—iS)?’dx'
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Integrace raciondlnich lomenych funkci FCE

Ptiklad 2.2.2

Vypoctéte integral

/mdz.

L
f'(x)
f(=)

D o . Sy
typu / P p—— dz, kde druhy integral po doplnéni jmenovatele na

1 1 T
Ctverec feSime vzorcem [ ————dx = — arctg — + c.
2+ A2 A28y

3. typ feSime prevedenim na soucet integrdlu typu / dz a integrdlu
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Integrace raciondlnich lomenych funkci FCE

Ptiklad 2.3.1
Vypoctéte integral

x
— dx.
/:c2+3:c—|-3 .

Ptiklad 2.3.2

Vypoctéte integral
2z +1

922 4+ 6z + 5 T
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Integrace raciondlnich lomenych funkci FCE

Ptiklad 2.3.3

Vypoctéte integral
3r —6
=y
2 +2x+5

Poznamka

3. typ, kde ale D = b* — 4ac > 0, Fesime bud’ rozloZenim na soucet dvou
parcidlnich zlomkii 1. typu a dointegrovdnim nebo miiZeme pouZit i vzorec

1 1
/—x2_A2dx:ﬂln

€xr —

A’+c
T+ A '
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Integrace raciondlnich lomenych funkci FCE

Priklad 2.4

Vypoctéte integral

/ 3 dx
2¢2 — 12x +10

.|
4. typ se fes$i podobné jako 3. typ — nejprve integrand upravime na
/
soucet integralu typu @) dz a integrélu typu D
(f(2))" (az? + bx b o)

kde druhy integrédl po doplnéni jmenovatele na ¢tverec / mdx

xz,

feSime pomoci rekurentni formule.
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Integrace raciondlnich lomenych funkci FCE

/de:_ L1
(f())" n—1 (f(z))*?

/ (" +1A2)" do = 2(n —11)A2 ((x2 —l—il?)”—l P — 3)/ (2% + 142)”—1>
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Integrace raciondlnich lomenych funkci FCE

Ptiklad 2.5.1
Vypoctéte integral

/ 2z + 3 da
(4z? — 4z + 3)2

Ptiklad 2.5.2
Vypoctéte integral

/ 4o — 1 da
(22 + 42 +13)2

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. GA06 Matematika II pro obor Geodézie a kartografie 11 /24



Integrace goniometrickych funkci

N N RN

\

sin?z +cos?z =1,

sin x

tgxr = p

COS T
COS T
cotgr = — ,
sin x

sin 2x = 2sinx cos x,

cos 2x = cos® x — sin? z,
" 1 — cos 2z
sinfg=——"""—"
2

5 1+ cos2x
cos“ x = —
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Integrace goniometrickych funkci FCE

Polynom n proménnych

P(uy,ug, ..., uy, Z Z Zak1k2 mutukz gk

=0 k2=0 kn=0

kden € N, ag,k,. r, € R, k1, m; jsou celd nezdpornd ¢isla

Raciondlni funkce n proménnych

P(uy,ug, ..., uy,)

Q(u17u27 0 00 7un)

R(uy,ug, ... u,) =
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Integrace goniometrickych funkci FCE

Typ / R(sinz, cos x) dz

Necht’

P(u,v)
R(u,v) =
0= Q)
je raciondlni funkce dvou proménnych v = sinx a v = cosz. Inte-

graci funkci tohoto typu lze prevést na integraci funkci racionalnich v
proménné ¢ zavedenim ndsledujicich substituci:

(i) Plati-li R(—u,v) = —R(u,v), integrant je licha funkce viéi proménné
sin z, pak volime substituci

t = coszx.
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Integrace goniometrickych funkci FCE

|
(ii) Plati-li R(u, —v) = —R(u,v), integrant je licha funkce vaéi proménné
cos z, pak volime substituci

t =sinz.

(iii) Plati-li R(—u,—v) = R(u,v), integrant je sudd funkce vti¢i proménné
sin x a cos x soucasné, pak volime substituci

t=tgx.
(iv) V ostatnich pfipadech Ize volit univerzalni substituci

X
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Integrace goniometrickych funkci FCE

Substituce t = tgx

. t
sinz = ,
vV 1+t 1+ 12
t 1
cosT = ,
T V142
1
de = —— dt.
1 1+¢t2
Odvozeni:
1
t=t = —arctgt = dor=-——=dt.
gx x = arctg x e
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Integrace goniometrickych funkci FCE

Poznamka
Je-li integrant sudd funkce vii¢i proménné sin x a cos x soucasné, volime substi-

tuci t = tgx. Ta ovsem, podobné jako univerzdlni substituce t = tg 5 vede na

sloZité vipravy a vipocty integrdlii z raciondlné lomené funkce. Proto se v praxi,
zoldsté pokud jsou v integrantu pouze souciny i podily sinii a kosinii v sudiych
mocnindch, pouZivaji nejprve vzorce

1 —cos2z 9 1+ cos 2z

sinfe =" g cos?z=—"""""|
2 2

Vv

které prevedou integrant na viyraz se siny a kosiny v nizsich, nejlépe lichych,
mocnindch s ndsobnym argumentem. Poté jiz Ize zpravidla bud’ volit jednodussi
substituci za sinus Ci kosinus, nebo dopocitat integrdl primo.
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Integrace goniometrickych funkci FCE

Univerzalni substituce t = tg 3

.z t
Sin — = ,
2 1+¢2
1
2) coszz ,
1+¢ 2 Vit
4 2t
. sin x gL
2 1—¢2
CcoST = ,
1 Tl
2
dz = d
1+4+t2
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Integrace goniometrickych funkci

Odvozeni:
Sinx:sin2£:2sin£cos£:2 t . ! = 2t
2 2772 TVI+e VI 1+t
cosz = cos 2% = cos? = —sin? = = L :1_t2
2 2 2 1+2 1+ 1+t
lf:’cgE = x =2arctgt = dxzidt,
2 142

Priklad 2.6

Vypoctéte integral
cos® x

1+ 4sinz
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Integrace goniometrickych funkci FCE

Ptiklad 2.7

Vypoctéte integral

1
4sin®?x — 4sinxcosx + Tcos? x

Ptiklad 2.8

X
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Integrace goniometrickych funkci FCE

Typ / sin ax sin Sx dx, / sin ax cos fx dz, / cos aux cos fx dx

Necht' «, 3 € R. K vypoctu integralt
/ sin o sin fx dx / sin ax cos S dx / cos ax cos fx dx
pouZzijeme vzorce
: . 1
sin ax sin Sz = 5[008(@ — B)x — cos(a + B)x],
1
cos ax cos fr = i[cos(a — B)x + cos(a + B)x],

sin ax cos fr = %[Sin(a + B)z + sin(a — 5)z].
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Integrace goniometrickych funkci FCE

Typ / sin™ x cos" x dz

Z Yz

Necht’ m, n jsou celd nezdporna a suda ¢isla. Pro vypocet integralu
/ sin™ z cos" x dx
pouZijeme vyse uvedené vzorce
.9 1
sin“ x = 5(1 — cos 2x),
9 1
cos” x = 5(1 + cos 2x),

Sin 2x = 2sin x cos .
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Integrace goniometrickych funkci FCE

Ptiklad 2.9

Vypoctéte integral
/ sin 3z cos 2z dx.

Ptiklad 2.10

Vypoctéte integral

/ sin? z cos® x dz.
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Dékuji za pozornost!
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