and descriptive geometry |

- FACULTY OF CIVIL
r A eI 33:1\[el of mathematics

GA04 Matematika II
pro obor Geodézie a kartografie

2. Integrace raciondlni funkce.

Integrace goniometrickych funkci.

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D.

Brno, 2020

Z4akladni literatura T |FCE|

= Danécek, Josef — Dlouhy, Oldfich — Ptibyl, Oto: Matematika I, Modul
7, Neurcity integrdl, Fakulta stavebni VUT, Akademické nakladatelstvi
CERM, Brno 2007.

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. GA06 Matematika II pro obor Geodézie a kartografie 1/24



Doporucené materidly T|FCE

m Vitovec, Jifi: Integrdlni pocet - I1. &dst (dalsi integracni postupy pro nékteré
typy funkci), Pfednasky z Matematiky, Fakulta elektrotechniky a komu-
nikac¢nich technologii VUT, Brno.

® Krupkovd, Vlasta — Fuchs, Petr:  Matematika 1 (Elektrotech-

nika, elektronika, komunikacni a ¥idici technika), Fakulta elek-
trotechniky a komunika¢nich technologii VUT, Brno 2014.
http:/ /matika.umat.feec.vutbr.cz/inovace/vystupy.php

® Schwarz, Rudolf: BA002 (BAA002) — Matematika 2 (Environmen-
tdlné vyspélé budovy), Materidly z matematiky a deskriptivni ge-
ometrie pro samostatné studium, Fakulta stavebni VUT, Brno.
http:/ /rschwarz.wz.cz/fast/Mat2/BA(002.htm

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. GA06 Matematika II pro obor Geodézie a kartografie 2/24
Integrace racionalnich lomenych funkci T|FCE
) . .1 . Po()
(i) Kazdou racionalni neryze lomenou funkci R(z) = (@)’ kde P, a Q,,
m (T

jsou polynomy stupné n a m, n > m, umime délenim p¥evést na soucet
polynomu a ryze lomené racionalni funkce, tj.

P Ty(a)

kde S,,_, a T}, jsou polynomy stupné (n — m) a k, kde k < m.

R(x) = Sp_m(x) +

(ii) Dale kazdou raciondlni ryze lomenou funkci umime rozloZit na soucet
parcidlnich zlomkd.
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Integrace raciondlnich lomenych funkci FCE

(iii) K zintegrovani libovolné raciondlni lomené funkce ndm staci
umét pocitat ndsledujici 4 typy integrald z parcidlnich zlomk:

A
1./ dz, 3./ Be+C 4
ax + b ax? +bx + ¢
A Bx+C
2. —dz, N, 4. dz, N,
/(ax—i—b)” Lne /(ax2—i—ba:—|—c)” L e

kde A, B, C, a,b, cjsou redlna ¢islaa D = b* — 4ac < 0.

e
1. a 2. typ feSime bud’ substituci ax + b = ¢, ktera pfevede tento typ na

tabulkové integraly [¢~*d¢, [ ¢~" dt nebo pomoci vzoretkil

/f’(iv)dil}:lﬂ|f($)|—|—c a /f(ax+b)dx:%F(ax_|_b)_|_c_

f(z)
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Ptiklad 2.1

‘7‘ vlvl = I g /]
_8

Ptiklad 2.2.1

Vypoctéte integrél
[ 3
2z —8)3
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Integrace raciondlnich lomenych funkci FCE

Ptiklad 2.2.2
Vypoctéte integral

|

/ﬁdx.

/
3. typ feSime pfevedenim na soucet integralu typu / ]}((x)) dz a integrdlu
T
D
typu / s Sy dz, kde dlruh)’f integrdl po doplnéni jmenovatele na
¢tverec feSime vzorcem / mdx = arctg % + c.
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Ptiklad 2.3.1
Vypoctéte integral

/ x dx
2 +3x+3

Ptiklad 2.3.2
Vypoctéte integral
245 L
922 4+ 6z + 5
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Priklad 2.3.3
Vypoctéte integral

|

/ 3r — 6 d
T.
24+ 2x +5

Poznamka

3. typ, kde ale D = b* — 4ac > 0, FeSime bud’ rozloZenim na soucet dvou
parcidlnich zlomki 1. typu a dointegrovdnim nebo miiZeme pouZit i vzorec

/ 1 J 1 | A n
T = 1 C.
r? — A? 24 [z+ A
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Ptiklad 2.4
Vypoctéte integral

|
\

3
dx
222 — 122 + 10

4. typ se fesi podobné jako 3. typ — nejprve integrand upravime na

soucet integrélu typu / (ff(gin dz a integrélu typu / (a2 —|—§x o dz,

1
kde druhy integrdl po doplnéni jmenovatele na ctverec / ————dx

(ZL’Q + A2)n

feSime pomoci rekurentni formule.
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/mdx ~ 2(n _11)A2 <(:p2 +:f42)”‘1 Fizn 3)/ (22 + }42)7”)
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Priklad 2.5.1
Vypoctéte integrél

|

/ 2 + 3 du
(4a? — 4z + 3)2

Ptiklad 2.5.2
Vypoctéte integrél

/ 4r — 1 d
7.
(22 4+ 4z + 13)2
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Integrace goniometrickych funkci T|FCE

v sin?x +cos?zx =1,
sin x
vV otgr = ,
CoS &
COS &
v cotgxr = ——,
sin x
v/ sin2x = 2sinx cos x,
v cos2x = cos®x — sin’z,
1 —cos2x
v sinz=—"""",
2
1+ cos?2
v cos?x = u
2
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Polynom n proménnych

mi  mo Mn
Plug, g, .oy tn) = Y > Y Q. U uS i
k1=0k3=0 k=0

kden € N, ag,k,. ., € R, k1, m; jsou celd nezaporn4 ¢isla

Raciondlni funkce n proménnych

P(uy, ug, ..., uy)

Q(Ul,UQ, . ,Un)

R(Ul, Ug, . .. ,Un> =
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Integrace goniometrickych funkci T|FCE

Typ /R(Sin x,cosx)dx

Necht’ Plu.v)
u, v
R(u,v) = ’
"= G
je raciondlni funkce dvou proménnych v = sinz a v = cosz. Inte-

graci funkci tohoto typu lze prevést na integraci funkci raciondlnich v

proménné ¢ zavedenim néasledujicich substitucti:

(i) Plati-li R(—u,v) = —R(u,v), integrant je lichd funkce vi¢i proménné
sin z, pak volime substituci

t = cosx.
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(ii) Plati-li R(u,—v) = —R(u,v), integrant je lichd funkce vii¢i proménné
cos z, pak volime substituci

t = sin x.

(iii) Plati-li R(—u, —v) = R(u,v), integrant je sudd funkce vii¢i proménné
sin x a cos x soucasné, pak volime substituci

t=tgux.
(iv) V ostatnich pfipadech Ize volit univerzalni substituci

T
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Integrace goniometrickych funkci T|FCE

Substituce t = tg x

il
sinx = ,
IS
1
cosT = ,
V1 +¢2
1
dz = dt.
14 ¢2
Odvozent:
1
t=tgr = az=arctgt = dr= dt.
gx x = arctg x e
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Poznamka

Je-li integrant sudd funkce viici proménné sin x a cos x soucasné, volime substi-
’ v v . > > . x
tuci t = tgx. Ta ovSem, podobné jako univerzdlni substituce t = tg 5 vede na

sloZité vipravy a vypocty integrdlii z raciondlné lomené funkce. Proto se v praxi,
zoldsté pokud jsou v integrantu pouze souciny ¢i podily sinii a kosinii v sudych
mocnindch, pouZivaji nejprve vzorce
w 1 — cos2z 9 1 + cos 2z
sin“x = —— a cosTr=——,
2 2
které prevedou integrant na vyraz se siny a kosiny v nizsich, nejlépe lichych,
mocnindch s ndsobnym argumentem. Poté jiZ Ize zpravidla bud’ volit jednodussi
substituci za sinus ¢i kosinus, nebo dopocitat integrdl primo.
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Integrace goniometrickych funkci FCE

Univerzalni substituce ¢t = tg 3

. T t
sin — = ,
2 1+ ¢2
% 1

V142 OS5 = T E

T 142
2 I — 2
cosT = ,
1 1+ t2
2
de = dt.
T iye
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Odvozeni:
. . 2:15 9 i T T 5 t 1 2t
sinx =sin2— = 2sin —cos — = . — ,
2 2 2 V1482 Vi 1+t
cosx—cos2£—0082f—sin2§— ! — t —1_t2
B 2 2 2 142 1412 142
f=tgs = Qarctgt = d 2 gt
= tg — r = 2arc T = .
i ° 1+ 12
Priklad 2.6
Vypoctéte integral
cos® x B
T.
1+ 4sin’x
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Integrace goniometrickych funkci FCE

Priklad 2.7

Vypoctéte integral

1
4¢in?x — 4sinxcosx + 7cos? x

dx.

Ptiklad 2.8

Vypoctéte integral
[z
————— dx.
4 —5sinx
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Typ / sin axr sin Sx dz, / sin ax cos fx dx, / cos ax cos Bx dx

Necht' o, 5 € R. K vypoctu integralti
/ sin ax sin Sz dx / sin ax cos fx dx / cos ax cos fx dx

pouzijeme vzorce

sin ax sin fx = %[cos(a — B)x — cos(a + B)z],

COS (T COS B = %[COS(O{ — B)x + cos(a + B)x],

sin aux cos fr = %[Sin(oz + B)x + sin(a — B)z].
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Integrace goniometrickych funkci FCE

Typ / sin™ x cos" x dx

Necht’ m, n jsou celd nezdporna a sudé ¢isla. Pro vypocet integralu

/ sin™ x cos” x dx

pouZzijeme vySe uvedené vzorce

9 1

sin®z = 5(1 — cos 2x),

1
cos’ & = 5(1 + cos 2x),

Sin 2z = 2sinx cos x.
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Ptiklad 2.9

Vypoctéte integral
/ sin 3x cos 2z dz.

Priklad 2.10
Vypoctéte integrél

/ sin? z cos® z dz.
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